
My work 



optic potential

现在我们想要求解一个两体的波函数，并通过求解的波函数计算一些观
测量。显然，要想求解这个两体系统的波函数，我们就必须知道这个体
系之间的相互作用势。



Folded potential

根据以往的研究，我们得到了核子与一些大核之间的相互作用势，它是一个既有
实部又有虚部的复数势，称为光学势。实部描述了核子与核之间的弹性散射，虚
部描述了非弹性散射的部分。

核子与核之间的相互作用可以由光学势来描述，自然地，两个大核之间的相互作
用势应该是核子与核之间光学势的叠加。



Folded potential

R

r r’
𝛳核子在核的内部有一个密度分布，我们在距

离弹核中心r处取一个小体积元

𝑑𝑣 = 𝑟2𝑠𝑖𝑛(𝜃)𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝜙

𝑟’ = sqrt（𝑅 +𝑟 −2𝑅𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃）这个小体积元到靶核中心的距离为

且我们知道在 r 处的核子密度为 𝜌(𝑟), 则这部分体积元与靶核之间的相互作用为

𝑑𝑈(𝑅) = 𝜌(𝑟)𝑢(𝑟ʹ)𝑟2𝑠𝑖𝑛(𝜃)𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝜙

对弹核的整个体积积分就可以得到弹核与靶核之间的相互作用势

𝑈 (𝑅) =∫𝜌(𝑟)𝑢(𝑟 ′)𝑟2 𝑠𝑖𝑛(𝜃)𝑑𝑟 𝑑𝜃𝑑𝜙



计算程序

subroutine folding(URz,VRz,Z1,Z2,A1,A2,E)

URz为输出的核势(一维大小为 n 的矩阵)
URz为输出的库伦势(一维大小为 n 的矩阵)
Z1 为弹核的质子数;
A1 为弹核的质量数;
Z2 为靶核的质子数;
A2 为靶核的质量数;
E 为弹核入射时的能量。

𝑈 (𝑅) =∫𝜌(𝑟)𝑢(𝑟 ′)𝑟2 𝑠𝑖𝑛(𝜃)𝑑𝑟 𝑑𝜃𝑑𝜙 𝑈 (𝑅) =∫𝜌(𝑟)𝑟2 𝑠𝑖𝑛(𝜃)𝑑𝑟 𝑑𝜃𝑑𝜙

这样就只是对弹核的密度做积分，积分的结果应该是核的质量数。对𝑂16计算结果为
16.000。



计算结果



散射态求解
在散射理论中，入射平面波在遇到一个散射势后，产生一个出射的球面波，在 r 很
大的地方，波函数的渐近形式应该为: 

𝜓(𝑟,𝜃)=𝐴[𝑒ikz +𝑓(𝜃) 𝑒
𝑖𝑘𝑟

𝑟 ] 

下面我们就来找薛定谔方程有这种渐进形式的解。

我们首先只考虑核势，并且认为势是球对称的。由于是球对称的势，薛定谔方程可以用
分离变量法来求解，分离变量之后：

1
𝑅
𝑑
𝑑𝑟 (𝑟2 𝑑𝑅

𝑑𝑟 )− 2𝜇𝑟
2

ħ2 [𝑉(𝑟)−𝐸]=𝑙(𝑙−1) 

我们令 𝑢(𝑟) = 𝑟𝑅(𝑟), 则 u(r) 满足

−ħ2

2𝜇
𝑑2𝑢
𝑑𝑟2+[𝑉(𝑟)+ħ2

2𝜇
𝑙(𝑙+1)
𝑟2 ]𝑢=𝐸𝑢

𝜓(𝑟) = ∑ 𝑙𝑚𝐶𝑙𝑚𝑅𝑙(𝑟)𝑌𝑙𝑚



对于一个 local 的势，在势能外部区域(r 比较大的地方)，我们可以认为 𝑉 (𝑟 ) = 0, 此时上面的
方程变为

−ħ2

2𝜇
𝑑2𝑢
𝑑𝑟2+[ħ2

2𝜇
𝑙(𝑙+1)
𝑟2 -𝐸]𝑢=0

𝑑2𝑢
𝑑𝑟2+[ħ2

2𝜇
𝑙(𝑙+1)
𝑟2 - 𝑘2]𝑢=0

令𝑘2 = 2𝜇𝐸/ ħ2,则

对于不同的 l，可以得到 𝑢的通解为

𝑢𝑙 (𝑟) = 𝐴𝐹𝑙 (𝑘𝑟) + 𝐵𝐺𝑙 (𝑘𝑟) 

𝐹𝑙为 l 阶贝塞尔函数，而 𝐺𝑙为 l 纽曼函数。



𝜓(𝑟) = ∑ 𝑙𝑚𝐶𝑙𝑚
1
𝑘𝑟（𝐴𝐹𝑙 (𝑘𝑟) + 𝐵𝐺𝑙 (𝑘𝑟)） 𝑌𝑙𝑚

所以𝜓(𝑟)可以写作：

因为 𝑒𝑖𝑘𝑧是沿着 z 方向传播的自由粒子平面波，所以其必然也可以写成上面形式

𝑒𝑖𝑘𝑧 = ∑𝑙 (2𝑙 + 1)𝑖𝑙𝑃𝑙(cos 𝜃) 1
𝑘𝑟 𝐹𝑙(0, 𝑘𝑟)

= ∑𝑙 (2𝑙 + 1)𝑖𝑙𝑃𝑙(cos 𝜃) 1
𝑘𝑟

𝑖
2 [𝐻(2)

𝑙 (0, 𝑘𝑟) − 𝐻(1)
𝑙 (0, 𝑘𝑟)] 

𝐻 (1)
𝑙 (0, 𝑘𝑟) = 𝐺𝑙 (0, 𝑘𝑟) + 𝑖𝐹𝑙 (0, 𝑘𝑟) 𝐻 (2)

𝑙 (0, 𝑘𝑟) = 𝐺𝑙 (0, 𝑘𝑟) − 𝑖𝐹𝑙 (0, 𝑘𝑟) 

𝐻(1)为第一类汉克尔函数，而 𝐻(2) 为第二类汉克尔函数。当 𝑘𝑟 >> 1 时，

𝐻(1)
𝑙 (𝑘𝑟) −→ (𝑖)−𝑙𝑒𝑖𝑘𝑟 𝐻 (2)

𝑙 (𝑘𝑟) −→ (𝑖)𝑙𝑒−𝑖𝑘𝑟



𝑒𝑖𝑘𝑧 = ∑𝑙 (2𝑙 + 1)𝑖𝑙𝑃𝑙(cos 𝜃) 1
𝑘𝑟

𝑖
2 [𝐻(2)

𝑙 (0, 𝑘𝑟) − 𝐻(1)
𝑙 (0, 𝑘𝑟)] 

𝜓(𝑟,𝜃)=𝐴[𝑒ikz +𝑓(𝜃) 𝑒
𝑖𝑘𝑟

𝑟 ] 

我们想找薛定谔方程有这种渐进形式的解

定义S矩阵

𝜓(𝑟,𝜃) = 𝐴 ∑𝑙 (2𝑙 + 1)𝑖𝑙𝑃𝑙(cos 𝜃) 1
𝑘𝑟

𝑖
2 [𝐻(2)

𝑙 (0, 𝑘𝑟) − 𝑆𝑙𝐻(1)
𝑙 (0, 𝑘𝑟)] 

= 𝐴 ∑𝑙 (2𝑙 + 1)𝑖𝑙𝑃𝑙(cos 𝜃) 1
𝑘𝑟

𝑖
2 [𝐻(2)

𝑙 (0, 𝑘𝑟) − 𝐻(1)
𝑙 (0, 𝑘𝑟)] 

- 𝐴 ∑𝑙 (2𝑙 + 1)𝑖𝑙𝑃𝑙(cos 𝜃) 1
𝑘𝑟

𝑖
2 ( 𝑆𝑙 − 1 ) 𝐻(1)

𝑙 (0, 𝑘𝑟)

= 𝐴 𝑒𝑖𝑘𝑧 - 𝐴 ∑𝑙 (2𝑙 + 1)𝑖𝑙𝑃𝑙(cos 𝜃) 1
𝑘𝑟

𝑖
2 ( 𝑆𝑙 − 1 ) 𝐻(1)

𝑙 (0, 𝑘𝑟)

当 𝑘𝑟 >> 1 时， 𝐻(1)
𝑙 (𝑘𝑟) −→ (𝑖)−𝑙𝑒𝑖𝑘𝑟

𝜓(𝑟,𝜃) = 𝐴 𝑒𝑖𝑘𝑧 + 𝐴 ∑𝑙 (2𝑙 + 1)𝑖𝑙𝑃𝑙(cos 𝜃) 1
𝑘𝑟

𝑖
2 ( 𝑆𝑙 − 1) (𝑖)−𝑙𝑒𝑖𝑘𝑟



𝜓(𝑟,𝜃)=𝐴[𝑒ikz +𝑓(𝜃) 𝑒
𝑖𝑘𝑟

𝑟 ] 

𝜓(𝑟,𝜃) = 𝐴 𝑒𝑖𝑘𝑧 - 𝐴 ∑𝑙 (2𝑙 + 1)𝑖𝑙𝑃𝑙(cos 𝜃) 1
𝑘𝑟

𝑖
2 ( 𝑆𝑙 − 1) (𝑖)−𝑙𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑓(𝜃) = ∑𝑙 (2𝑙+1) 1
2𝑖𝑘 (𝑆𝑙 −1)𝑃𝑙(cos𝜃)= ∑𝑙 (2𝑙+1) 1

2𝑖𝑘 (𝑒𝛿𝑙−1)𝑃𝑙(cos𝜃) 

以上我们讨论的都是外部波函数的解，其中外部波函数的径向部分为：

𝑢𝑙 (𝑟) = 1
𝑘
𝑖
2 [𝐻(2)

𝑙 (0, 𝑘𝑟) − 𝑆𝑙𝐻(1)
𝑙 (0, 𝑘𝑟)] 

对于内部波函数，势能V不可忽略，我们可以用Numerov的方法求解，然后让二者在匹
配点匹配，便可得到S矩阵元。



当我们首先只考虑库伦势时：

𝑉(𝑟) = 𝑍1𝑍2𝑒2 /𝑟−ħ2

2𝜇
𝑑2𝑢
𝑑𝑟2+[𝑉(𝑟)+ħ2

2𝜇
𝑙(𝑙+1)
𝑟2 ]𝑢=𝐸𝑢

对于不同的 l，可以得到 𝑢的通解为

𝑢𝑙 (𝑟) = 𝐴𝐹𝑙 (𝜂, 𝑘𝑟) + 𝐵𝐺𝑙 (𝜂, 𝑘𝑟) 

类比沿z方向传播平面波的表达式，在只有库伦势时，从 z 方向入射的，𝑟方向出射的波函数可
以表达为: 

𝜓𝑐(𝑘𝑧ˆ,𝑟) = ∑𝑙 (2𝑙 + 1)𝑖𝑙𝑃𝑙(cos 𝜃) 1
𝑘𝑟 𝐹𝑙(𝜂, 𝑘𝑟)

= ∑𝑙 (2𝑙 + 1)𝑖𝑙𝑃𝑙(cos 𝜃) 1
𝑘𝑟

𝑖
2 [𝐻(2)

𝑙 (𝜂, 𝑘𝑟) − 𝐻(1)
𝑙 (𝜂, 𝑘𝑟)] 

𝜓𝑐(𝑘𝑧ˆ,𝑟) =−→𝑒𝑖[𝑘𝑧+𝜂𝑙𝑛𝑘(𝑟−𝑧)] + 𝑓𝑐(𝜃)𝑒
𝑖[𝑘𝑟−𝜂𝑙𝑛2𝑘𝑟]

𝑟

当 𝑟 − 𝑧 −→ ∞ 时

𝑓𝑐(𝜃)= 1
2𝑖𝑘∑(2𝑙+1)𝑃𝑙(𝑐𝑜𝑠𝜃)(𝑆𝑙𝑐 −1)=  1

2𝑖𝑘∑(2𝑙+1)𝑃𝑙(𝑐𝑜𝑠𝜃)(𝑒2𝑖𝜎𝑙(𝜂) −1) 

𝜎𝑙 (𝜂) = 𝑎𝑟𝑔Γ(1 + 𝑙 + 𝑖𝜂) 叫做库伦相移



当在库伦势加上核势后，类比只有核势的解，可以得到外部波函数的表达式为: 

𝜓(𝑟,𝜃) = 𝐴 ∑𝑙 (2𝑙 + 1)𝑖𝑙𝑃𝑙(cos 𝜃) 1
𝑘𝑟

𝑖
2 [𝐻(2)

𝑙 (𝜂 , 𝑘𝑟) − 𝑆𝑛 𝑙𝐻(1)
𝑙 (𝜂, 𝑘𝑟)] 

在核势和库伦势作用下，总的相移为: 

Δ 𝑙= 𝜎𝑙 ( 𝜂 ) + 𝛿𝑛𝑙
则总的振幅表达式为: 

𝑓(𝜃) = ∑𝑙 (2𝑙+1) 1
2𝑖𝑘 (𝑒 Δ 𝑙−1)𝑃𝑙(cos𝜃) 

= ∑𝑙 (2𝑙+1) 1
2𝑖𝑘 (𝑒𝑥𝑝 {𝜎𝑙 ( 𝜂 ) + 𝛿𝑛𝑙} −1)𝑃𝑙(cos𝜃) 

= ∑𝑙 (2𝑙+1) 1
2𝑖𝑘 [𝑒2𝑖𝜎𝑙(𝜂) −1+𝑒2𝑖𝜎𝑙(𝜂)(𝑒2𝑖𝛿𝑙−1)]𝑃𝑙(cos𝜃)

= ∑𝑙 (2𝑙+1) 1
2𝑖𝑘 [𝑆𝑙𝑐−1+ 𝑆𝑙𝑐 (𝑆𝑛 𝑙−1)]𝑃𝑙(cos𝜃) 

= 𝑓𝑐 (𝜃) + 𝑓𝑛 (𝜃) 



𝑓(𝜃) = ∑𝑙 (2𝑙+1) 1
2𝑖𝑘 (𝑒 Δ 𝑙−1)𝑃𝑙(cos𝜃) 

= ∑𝑙 (2𝑙+1) 1
2𝑖𝑘 (𝑒𝑥𝑝 {𝜎𝑙 ( 𝜂 ) + 𝛿𝑛𝑙} −1)𝑃𝑙(cos𝜃) 

= ∑𝑙 (2𝑙+1) 1
2𝑖𝑘 [𝑒2𝑖𝜎𝑙(𝜂) −1+𝑒2𝑖𝜎𝑙(𝜂)(𝑒2𝑖𝛿𝑙−1)]𝑃𝑙(cos𝜃)

= ∑𝑙 (2𝑙+1) 1
2𝑖𝑘 [𝑆𝑙𝑐−1+ 𝑆𝑙𝑐 (𝑆𝑛 𝑙−1)]𝑃𝑙(cos𝜃) 

= 𝑓𝑐 (𝜃) + 𝑓𝑛 (𝜃) 

𝑓𝑛 = 1
2𝑖𝑘 ∑(2𝑙 + 1)𝑃𝑙 (𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑆𝑙𝑐 (𝑆𝑙𝑛 − 1) 

其中: 

𝑆𝑙𝑐其可以通过库伦相移得到 𝜎𝑙 (𝜂) = 𝑎𝑟𝑔Γ(1 + 𝑙 + 𝑖𝜂) 𝑆𝑙𝑐 =  𝑒2𝑖𝜎𝑙(𝜂) 

𝑆𝑙𝑛其可以通过核势势井内外的波函数匹配得到



求解程序

subroutine npscattering(Vn,Vc,Z1,Z2,A1,A2,E)

Vn为输入的核势(一维大小为 n 的矩阵)
Vc为输入的库伦势(一维大小为 n 的矩阵)
Z1 为弹核的质子数;
A1 为弹核的质量数;
Z2 为靶核的质子数;
A2 为靶核的质量数;
E 为弹核入射时的能量。



求解结果


