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硬球散射

势 𝑉 (𝑟) =
{

∞ 𝑟 < 𝑎
0 𝑟 > 𝑎

首先计算被硬球势散射的相移

因为球内部势趋于 ∞，所以显然有 𝑢𝑙(𝑘𝑟) = 0 (𝑟 ≤ 𝑎)，即波函数只在球势外
所以给出外部的波函数 (𝑉 = 0 的部分) 形式

𝑢𝑙(𝑘𝑟) = 𝐴𝐺𝑙(𝑘𝑟) + 𝐵𝐹𝑙(𝑘𝑟) = 𝑒𝑖𝛿𝑙 [𝑠𝑖𝑛𝛿𝑙𝐺𝑙(𝑘𝑟) + 𝑐𝑜𝑠𝛿𝑙𝐹𝑙(𝑘𝑟)]

𝑢𝑙(𝑘𝑟) = 𝑒𝑖𝛿𝑙 𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑟 − 𝑙𝜋/2 + 𝛿𝑙)
并令 𝑢𝑙(𝑘𝑎) = 0，有 𝛿𝑙 = 𝑙𝜋/2 − 𝑘𝑎，这就是相移情况
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硬球散射

计算当对于粒子的入射能量为 𝐸 = ℏ𝑘2

2𝑚 的总截面（要求一直取到极限 𝑘 → ∞），即对
所有的 𝑙 求和

𝜎𝑡 = 4𝜋
𝑘2

∞

∑
𝑙=0

(2𝑙 + 1)𝑠𝑖𝑛2𝛿𝑙, (𝜂𝑙 = 1)

因为 𝑘 上限趋于无穷，所以要考虑很大的 𝑙，所以求和可以变积分

𝜎 =
𝑙=𝑘𝑎

∑
𝑙=0

𝜎𝑙 = 4𝜋
𝑘2 ∫

𝑘𝑎

0
𝑑𝑙(2𝑙 + 1)𝑠𝑖𝑛2𝛿𝑙

代入 𝛿𝑙 的具体形式（前面已经算出）得到截面的解析形式
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硬球散射

𝜎 = 2
𝑘2𝜋

(2𝑐𝑜𝑠2𝑘𝑎 − 2𝑐𝑜𝑠(𝜋 − 2)𝑘𝑎 + 𝜋(𝑘𝑎(1 + 𝑘𝑎)𝜋 − 𝑠𝑖𝑛2𝑘𝑎 − (1 + 2𝑘𝑎)𝑠𝑖𝑛(𝜋 − 2)𝑘𝑎))

由于 𝑎 是常数，且 𝑘 → ∞，所以对上式取极限得到

𝜎𝑡 ≃ 2𝜋𝑎2
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球势阱的散射

两个质量为 𝑚 的粒子，它们之间有一个吸引的势 (𝑉0 是正数)，为球型势阱

𝑉 (𝑟) =
{

−𝑉0 𝑟 < 𝑏
0 𝑟 > 𝑏

先计算散射长度 𝑎0
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球势阱的散射

因为低能情况下的散射长度近似为 𝑎0 → 1
𝑘 𝑡𝑎𝑛𝛿0 ，所以该问题转化成算相移 𝑡𝑎𝑛𝛿0

先写出内部和外部的 𝑆𝑐ℎ𝑟 ̈𝑜𝑑𝑖𝑛𝑔𝑒𝑟 方程（取低能情况 𝑙 = 0）

− ℏ2

2𝑚
𝑑2𝑢(𝑟)

𝑑𝑟2 − 𝑉0𝑢(𝑟) = 𝐸𝑢(𝑟) 𝑟 < 𝑏

− ℏ2

2𝑚
𝑑2𝑢(𝑟)

𝑑𝑟2 = 𝐸𝑢(𝑟) 𝑟 > 𝑏
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球势阱的散射

解出

𝑢(𝑟) =
{

𝑢1(𝑟) = 𝐴𝑠𝑖𝑛(𝑘1𝑟) 𝑟 < 𝑏
𝑢2(𝑟) = 𝐵𝑠𝑖𝑛(𝑘2𝑟 + 𝛿0) 𝑟 > 𝑏

其中 𝑘2
1 = 2𝑚(𝐸+𝑉0)

ℏ2 ，以及 𝑘2
2 = 2𝑚𝐸

ℏ2 。

再使用连续性条件：𝑢1(𝑏) = 𝑢2(𝑏), 𝑢′
1(𝑏) = 𝑢′

2(𝑏)，有

𝑢2(𝑟)
𝑢′

2(𝑟) = 𝑢1(𝑟)
𝑢′

1(𝑟) → 𝑡𝑎𝑛(𝑘2𝑏 + 𝛿0)
𝑘2

= 𝑡𝑎𝑛(𝑘1𝑏)
𝑘1

就可以解出相移

𝑡𝑎𝑛𝛿0 = 𝑘2𝑡𝑎𝑛(𝑘1𝑏) − 𝑘1𝑡𝑎𝑛(𝑘2𝑏)
𝑘1 + 𝑘2𝑡𝑎𝑛(𝑘1𝑏)𝑡𝑎𝑛(𝑘2𝑏)
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球势阱的散射

用 𝑉0 的级数展开散射长度 𝑎0(𝐵𝑜𝑟𝑛 近似下)
因为 𝑎0 = 1

𝑘 𝑡𝑎𝑛𝛿0，所以对 𝑎0 的展开就是对相移的展开

由于散射振幅是相移的函数，所以问题转化成计算 𝐵𝑜𝑟𝑛 近似下的散射振幅
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球势阱的散射

图像

Figure: 散射过程中的动量转移

𝒒 = 𝒌𝒇 − 𝒌，且 𝑞 = 2𝑘𝑠𝑖𝑛 𝜃
2

在 𝐵𝑜𝑟𝑛 近似下，得到散射振幅 𝑓(𝜃) = − 2𝜇
ℏ2𝑞 ∫∞

0 𝑟′𝑉 (𝑟′)𝑠𝑖𝑛(𝑞𝑟′)𝑑𝑟′
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球势阱的散射

这里利用一个公式

𝑠𝑖𝑛(𝑞𝑟)
𝑞𝑟 =

∞

∑
𝑙=0

(2𝑙 + 1)𝑗2
𝑙 (𝑘𝑟)𝑃𝑙(𝑐𝑜𝑠𝜃)

将它代入到 𝑓(𝜃) 的表达式得

𝑓(𝜃) = −2𝑚
ℏ2

∞

∑
𝑙=0

(2𝑙 + 1)𝑃𝑙(𝑐𝑜𝑠𝜃) ∫
∞

0
𝑈(𝑟)𝑗2

𝑙 (𝑘𝑟)𝑟2𝑑𝑟

和一般性的 𝑓(𝜃) 形式 𝑓(𝜃) = ∑∞
𝑙=0(2𝑙 + 1)𝑃𝑙(𝑐𝑜𝑠𝜃) 𝑒𝑖𝛿𝑙 𝑠𝑖𝑛𝛿𝑙

𝑘 对比得到相移的部分

𝑒𝑖𝛿𝑙 𝑠𝑖𝑛𝛿𝑙
𝑘 = −2𝑚

ℏ2 ∫
∞

0
𝑈(𝑟)𝑗2

𝑙 (𝑘𝑟)𝑟2𝑑𝑟
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球势阱的散射

从而给出相移

𝑡𝑎𝑛𝛿0 = 2𝑚𝑉0
ℏ2𝑘 ∫

𝑏

0
𝑗2

0 (𝑘𝑟)𝑘2𝑟2𝑑𝑟

该式表明：当 𝑉0 很大（势阱很深足够形成束缚态时），上面的 𝐵𝑜𝑟𝑛 近似 (𝑠𝑒𝑟𝑖𝑒𝑠) 就发
散了。
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Thank you!
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