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Chapter 1

Mathematics tools

§ 1.1
Dual spaces and tensor

此部分的不少内容参考的是 https://zhuanlan.zhihu.com/p/508715535,本打算通过该文快速
了解张量,但看完之后感觉还是有很多内容没讲清楚,故该部分我的 note的确存在一些歧义的
地方,日后再进行完善.

1.1.1 基础概念的引入

定义 1.1.1

对于域 F 上的线性空间 V 我们称 f ∈ Hom(V, F )为一个线性函数.

命题 1.1.1
任意一个 V 到 F 的映射是线性函数,当且仅当其还满足

f(aα + bβ) = af(α) + bf(β), ∀α, β ∈ V ; a, b ∈ F (1.1)

由于我们知道两个有限维线性空间 V , U 之间的线性映射全体 Hom(V, U) 是一个线性空

间,其维数是
dim(Hom(V, U)) = dimV dimU (1.2)

由于域 F 本身就是一个 1维的域 F 上的线性空间,所以容易发现有

定义 1.1.2: Dual spaces

对于一个域 F 上的线性空间 V ,称 V 上的所有线性函数全体 Hom(V, F )为其对偶空间,
其也可以记录为 V ∗,由于 dimV = dimV ∗,所以自然有

V ∼= V ∗ (1.3)

研究一个有限维线性空间的出发角度往往是从基的角度出发的,若 {αi}1≤i≤n是 V 的一个
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1.1 DUAL SPACES AND TENSOR

基,那么容易发现满足
fi(αj) = δij (1.4)

的函数族 {fi}1≤i≤n是 V ∗的一组基,此时通过定义可以发现如下性质 (使用 Einstein求和约定)

α = fi(α)αi; ∀α ∈ V (1.5)

f = f(αi)fi; ∀f ∈ V (1.6)

额外的,我们可以发现一个显然的同构映射

σ : V −→ V ∗

α = xiαi 7−→ xifi =: α∗
(1.7)

有了这个同构映射,若我们考虑 F = R则我们能自然地诱导出一个 V 上的内积

(α, β) = α∗β (1.8)

从而使得 V 变为了一个内积空间.
注 1.1.1
若 F = C则修改 σ定义为

σ : V −→ V ∗

α = xiαi 7−→ xifi =: α∗
(1.9)

(其中 x是 x的共轭)可以同样地自然诱导出一个内积使得 V 变为一个酉空间.

现在我们来挖掘对偶空间为什么称之为对偶的原因,首先容易发现

V
σ∼= V ∗ τ∼= V ∗∗ (1.10)

然而 V 和 V ∗∗之间的联系远比普通的同构关系更紧密,这是因为对于 α∗∗ ∈ V ∗∗, f ∈ V ∗有

α∗∗(f) = (α∗, f) = xif(αi) = f(xiαi) = f(α) (1.11)

从而
τ ◦ σ : V −→ V ∗∗

α 7−→ α∗∗
(1.12)

是一个与基的选取无关的同构映射,我们称呼这样的同构映射为自然同构,其内蕴的实质是我
们能在跟广泛的意义上 (相较于同构而言)等同的看待 V 与 V ∗∗从而

V ∼= V ∗ ∼= V ∗∗ 自然同构= V (1.13)

可以 V 经过两次对偶之后又回到了自己. 这也就是为什么称 V ∗为其对偶空间的主要原因.
注 1.1.2
补充性的说明以下对偶基的存在性, 我们考虑到 dimHom(V, F ) = dimF n, 从而对于给
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1.1 DUAL SPACES AND TENSOR

定的一组基 {αi}可以发现

σ : Hom(V, F ) −→ F n

f 7−→ (f(α1), f(α2), · · · , f(αn))
(1.14)

是一个 Hom到 F n的同构映射,此时若令

εi = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0) (1.15)

其中 q在第 i个位置,那么容易发现 {σ−1(εi)}就是 V ∗的对偶基.

1.1.2 一些概念的优化

事实上之前所给出的基 {αi}以及对偶基 {fi}的指代十分的容易混淆,现在将优化的术语
以及一些结论一并标出如下:

1. 线性空间 V 的基为 {eµ};

2. 对偶空间 V ∗对应于 {eµ},其需要满足 eµeν = δµν ;

3. V 中的元素 v总可表为

v = vµeµ = v(eµ)eµ = v∗∗(eµ)eµ = eµ(v)eµ (1.16)

因为 v(eν) = v(eµ)δ ν
µ = v(eµ)eνeµ = v(eµ)eµ

∗∗eν = v(eµ)eµe
ν

4. V ∗中的元素 v∗从可表为

v∗ = v∗µe
µ = v∗(eµ)e

µ (1.17)

1.1.3 张量以及张量积空间

定义 1.1.3:张量积空间

对于线性空间 {Vi}1≤i≤n定义它们的张量积空间 V1 ⊗ V2 ⊗ · · · ⊗ Vn为

V1 ⊗ V2 ⊗ · · · ⊗ Vn ≡ {T (·,·,··· ,·) : V ∗
1 × V ∗

2 × · · · × V ∗
n

linear−→ F} (1.18)

由于张量积空间中的元素都是映射, 从而若在空间中定义自然的映射的加法和乘法, 那
么张量积空间是一个线性空间.

定义 1.1.4:张量

对于 vi ∈ Vi,定义它们的张量积 v1 ⊗ v2 ⊗ · · · ⊗ vn ∈
⊗n

i=1 Vi为

(v1 ⊗ v2 ⊗ · · · ⊗ vn)
(φ1,φ2,··· ,φn) = v

(φ1)
1 v

(φ2)
2 · · · v(φn)

n (1.19)
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1.1 DUAL SPACES AND TENSOR

其中 φi ∈ V ∗
i

值得注意的是不是所有的
⊗n

i=1 Vi 中的元素都可以被表示为
⊗n

i=1 vi 的形式. 事实上考虑
到 vi ∈ Vi都是一个线性的映射,从而上述定义的张量积满足

v1 ⊗ · · · × (ajvij)× · · · ⊗ vn = aj(v1 ⊗ · · · ⊗ vij ⊗ · · · ⊗ vn) (1.20)

命题 1.1.2:张量积空间的基
如果 dimU = m, dimV = n那么有

dimU ⊗ V = dimHom(U∗ × V ∗, F ) = dimU∗ × dimV ∗ = dimU × dimV = mn (1.21)

同时容易发现若 {sµ}是 U 的一组基, {eν}是 V 的一组基,那么

{sµ ⊗ eν} (1.22)

线性无关,从而其为 U ⊗ V 的一组基. 从而可知道 ∀T ∈ U ⊗ V 都可以表示为

T = T µνsµ ⊗ eν (1.23)

且其中 T µν 具体可以写为

T µν = T (sµ,eν) (1.24)

有了上述的概念现在可以给出

定义 1.1.5:线性空间 V 上的 (k, l)型张量

线性空间 V 上的 (k, l)型张量 T 就是 k个 V 和 l个 V ∗的张量积空间中的元素,即

T ∈ V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
k个

⊗V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸
l个

≡ TV (k, l) (1.25)

其也就是下述的多重线性映射

T
(·, · · · , ·)
(·, · · · , ·)

: V ∗ × · · · × V ∗︸ ︷︷ ︸
k个

×V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
l个

linear−→ F (1.26)

l个下槽用于输入 V 中矢量

k个上槽用于输入 V ∗中对偶矢量

通过上述的定义可以发现,矢量作为一个 V ∗∗ 中元素是一个 (1,0)型张量,而 v∗ 作为一个

V ∗中的元素是一个 (0,1)型张量. 即有

V = TV (1, 0), V ∗ = TV (0, 1) (1.27)

当然张量积之间也可以有张量积的概念
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1.1 DUAL SPACES AND TENSOR

定义 1.1.6:张量积的张量积

若 T ∈ TV (k, l), S ∈ TV (m,n)则 T 和 S 的张量积 T ⊗ S 为

(T ⊗ S)
(φ1,··· ,φk,φk+1,··· ,φk+m)
(v1,··· ,vl,vl+1,··· ,vl+n)

:= T
(φ1,··· ,φk)
(v1,··· ,vl) S

(φk+1,··· ,φk+m)
(vl+1,··· ,vL+n)

(1.28)

从而

T ⊗ S ∈ TV (k +m, l + n) (1.29)

值得注意的是一般而言

T ⊗ S 6= S ⊗ T (1.30)

这是因为槽的输入是由顺序的. 由之前对于张量积空间的讨论可以简单知道

dimTV (k, l) = nk+l (1.31)

且若 {eµ}为 V 的一组基的话,那么

{eµ1 ⊗ · · · ⊗ eµk
⊗ eν1 ⊗ · · · ⊗ eνl} (1.32)

是 TV (k, l)的一组基且 ∀T ∈ TV (k, l)有

T = T µ1···µk
ν1···νl eµ1 ⊗ · · · ⊗ eµk

⊗ eν1 ⊗ · · · ⊗ eνl (1.33)

且展开系数可表示为

T µ1···µk
ν1···νl = T

(eµ1 ,··· ,eµk )
(eν1 ,··· ,eνl )

(1.34)

命题 1.1.3:张量的退化 (柯里化 Currying)
以一例来一以蔽之,很符合直观的有,若

V
(·,·,·)
(·,·) ∈ TV (3, 2) (1.35)

那么对于给定的 φ,w ∈ V ∗有

V
(φ,w,·)
(·,·) ∈ TV (1, 2) (1.36)

1.1.4 抽象指标与缩并运算

在上一节中我们发现张量积的运算不满足交换律,如果我们令 {eµ}为 V 的一个基那么有

e1 ⊗ e2 6= e2 ⊗ e1 (1.37)

从而我们必须以张量积的顺序来区分不同的张量积, 然而我们可以换另外一种方法来表示这
种顺序,具体而言我们给参与张量积运算的基矢添加一个字母标号:

(e1)
a(e2)

b, (e2)
a(e1)

b (1.38)
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1.1 DUAL SPACES AND TENSOR

用这总标记的话就有

(e1)
a(e2)

b = (e2)
b(e1)

a 6= (e1)
b(e2)

a (1.39)

从而可知张量积的运算可以带着字母标号交换顺序,而不可不带着字母标号 (即按照原先给出
的交换方法)交换顺序. 这些字母标号就称为抽象指标. 对于 V 中的基矢 eµ习惯将抽象指标写

为上标, 而对于对偶空间中的对偶基 eµ 则习惯将抽象指标写为下标. 当然抽象指标不仅仅局
限于基,对于任意 v ∈ V 都可以无影响的附带一个抽象指标,即

v = va (1.40)

如果考虑到之前给出的 v ∈ V 的恒等式,那么还有

v = va = vµ (eµ)
a (1.41)

类似的对于 φ ∈ V ∗有

φ = φa = φµ (e
µ)a (1.42)

抽象指标也可运用于张量的表示之中,以 (2, 1)型张量为例子,有

T ab
c = T µν

ρ (eµ)
a (eν)

b (eρ)c (1.43)

至此我们可以发现有了抽象指标后,我们可以一眼从指标来看出张量的型号,因为 (k,l)型张量
就具有 k个抽象上标, l个抽象下标记. 在书写习惯上,张量的抽象指标的位置和抽线指标的符
号 (a, b, c, · · · )应该与槽所对应.

注 1.1.3
一般而言我们在写指标的时候,会把上下指标错开来写,比如写为 T ab

c而不是 T ab
c ,原因

是只有错开来写我们才能赋予指标一个序, 即断言 “第 i个指标”, 从而才能说第 i个指

标是上标还是下标.

事实上在定义张量的时候完全可以定义出

Sa
b
c = Sµ

νρ(eµ)
a(eν)b(eρ)

c (1.44)

即不把上标和下标放在一起写,但不管怎么样如果一个张量一定定义好了,上下指标以及顺序
就不能更改了,即我们不能一会写 T ab

c一会写 T a
b
c.

抽象指标之所以叫抽象指标是因为 a, b, c, · · · 是类似于 v⃗的→的概念,是一个符号来表示
所修饰的符号的类型的，与之相对的 µ, ν 往往就表示具体的数,从而它们往往称为具体指标.

注 1.1.4:指标平衡
虽然抽象指标的字母可以任意选,但是在书写的时候需要主义指标平衡,即

pva + ua = w2 ✓ (1.45)

但是

pva + ub = wa × (1.46)

6



1.1 DUAL SPACES AND TENSOR

注 1.1.5:线性空间的抽象指标
代表线性空间的符号 V 也是可以被赋予抽象指标的,比如 V a 就指的是 va 所在的空间,
φb所在的空间就可以即为 Vb(注意,这实际上是 V 的对偶空间),从而 T ab

c所在的空间就

是

V a ⊗ V b ⊗ Vc
简化
= V aV bVc

简化
= V ab

c (1.47)

1.1.5 缩并运算

在之前的讨论中我们没有涉及抽象指标的字母出现重复的情况, 现在对于同一字母出现
在一对抽象上下标中的情况,规定其运算 (对于基和对偶基中的元素)为

(eµ)a (eν)
a = eµ(eν) = δµν (1.48)

不难看出,上面定义的这个规则意味着 (eµ)a (eν)
a 代替了 eµ(eν). 从而对于对偶矢量和矢量的

作用,也就定义 φav
a 为 φ (v). 值得注意的是我们仅允许同一字母出现在一上一下的两个抽象

指标之中,而不允许同一个字母重复出现在上指标或者下指标之中. 之前的一些结论通过刚刚
提及的语言可以改写为

1. (eµ)a (eν)
a = δµν ;

2. va = vµ (eµ)
a;

3. φa = φµ(e
µ)a;

4. vµ = va (eµ)a;

5. φµ = φa (eµ)
a;

6. φav
a = φµv

µ

因为 φav
a = φ(v) = (φµe

µ) (vνeν) = φµv
νeµ(eν) = φµv

µ

在这套规则之下,张量作用于矢量、对偶矢量的结果可以表示为

命题 1.1.4

T
(φ,ω)
(v) = T ab

cφaωbv
c (1.49)

证明.
LHS = T

(φ,ω)
(v) =

(
T µν

ρeµ ⊗ eν ⊗ eρ
)(φ,ω)
(ν)

= T µν
ρe

(φ)
µ e(ω)ν eρ(v) (1.50)

RHS = T ab
cφaωbv

c =
(
T µν

ρ (eµ)
a (eν)

b (eρ)c

)
φaωbv

c = T µν
ρ((eµ)

aφa)((eν)
bωb)((e

ρ)cv
c)

(1.51)
而考虑到 e

(φ)
µ = eµ (φ) = (eµ)

aφa.
从上述的证明之中可以看出抽象指标与输入的槽是对应的. 这样我们可以知道
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1.1 DUAL SPACES AND TENSOR

1. 一个张量可以写为 T ab
c = T µν

ρ(eµ)
a(eν)

b(eρ)c;

2. 张量的作用可以写为 T
(φ,ω)
(v) = T ab

cφaωbv
c;

3. 张量作用到基矢上恰好有 T µν
ρ = T

(eµ,eν)
(eρ)

= T ab
c(e

µ)a(e
ν)b(eρ)

c;

运用抽象指标我们写出

(Ma
bv

c)φau
bωc =

(
Ma

b φau
b
)
(vcωc) (1.52)

容易发现这是与张量积间的张量积运算所自洽的.
除此之外运用抽象指标还可以简化张量积的退化,举个例子若 T ∈ TV (2, 1),考虑

T
(eµ,·)
(·) =

(
T ων

ρeω ⊗ eν ⊗ eρ
)(eµ,·)
(·) = T µν

ρeν ⊗ eρ (1.53)

因为它们作为 (1,1)型张量的作用是相同

由于如果我们把槽填满的话,那么所得到的就是张量的分量,从而这种不彻底的张量的退化可
以被视为是一种张量分量的不彻底提取. 运用抽象指标可以把之前的表达式简化,具体而言有

T µb
c ≡ T ab

c(e
µ)a = T ων

ρ(eω)
a(eν)

b(eρ)c(e
µ)a = T µν

ρ(eν)
b(eρ)c (1.54)

同时还能有关系式

T ab
c = T µb

c(eµ)
a (1.55)

这是因为

T ab
c = T ab

c(e
µ)a (eµ)

a = T µb
c(eµ)

a (1.56)

= T µb
c

根据上述的运算规则, 我们还可以给出例如 T abSab, T
abSbc, T

ab
a 这样的形式, 这种运算我们统

称为缩并,为了理解定义其我们以 T ab
a为例:

T ab
a = T µb

ρ(eµ)
a(eρ)a = T µb

µ (1.57)

容易看出,此时抽象指标 a消失了,从而 T ab
a就变为了一个 (1,0)型张量,因此这里的 a就称之

为哑指标,至此我们给出缩并的严格定义:
定义 1.1.7:缩并运算

对于 (k,l)型张量 T ,第 i个上槽和第 j 个下槽的缩并运算 C i
j 定义为

(C i
jT )

(·,··· ,·)
(·,··· ,·) = T

(·,··· , eµ ,··· ,·)
(·,··· , eµ ,··· ,·)

(1.58)

第 i个上槽

第 j 个下槽

当然在使用抽象指标的情况下,也就是第 i个上指标和第 j 个下指标写为相同的字母.

8



1.1 DUAL SPACES AND TENSOR

通俗点来说就是定义

T ··· ,a,···
··· ,a··· = T ··· ,µ,···

··· ,µ··· (1.59)

由于缩并掉的指标本质上已经消失了, 从而我们可以把它替换为别的字母而不影响指标
平衡,即

T ab
a = T cb

c (1.60)

已经缩并掉的指标我们就称之为哑指标,而也正是因为哑指标的字母可以任意换,这也就是为
什么其哑. 显然,张量作用域矢量与对偶矢量的实质就是先张量积再缩并,故简称作用即缩并.
利用抽象指标和缩并,可以更直观地看待张量的含义: 现在考虑一个 (1,1)型张量Ma

b,作
用与一个矢量 v ∈ V 得到 Ma

bv
b 其退化为了一个矢量, 从而 M ∈ TV (1, 1) 也可视为一个

V → V 的线性映射,类似的当M 作用在对偶矢量 φ ∈ V ∗ 上的时候,得到 φaM
a
b 退化为了一

个对偶矢量,从而M ∈ TV (1, 1)还可以被视为一个 V ∗ → V ∗的线性映射.

1.1.6 Einstein求和约定

事实上在之前的叙述中都采用了 Einstein 求和约定, 能使用这种约定的实质就是因为 我
们求和的指标总是一上一下成对地出现,所以我们不妨令指标的重复内蕴了求和即可. 运用这
种求和约定那么就可以有如下的间接的式子 (此处只是之前结论的一些复述), 当然我们在使
用 Einstein求和约定的时候考虑的总是具体指标, 而不是抽象指标, 所以具体指标的重复为求
和,抽象指标的重复为作用.

1. φav
a = φµv

µ;

2. T ab
a = T µb

µ;这作为一个 (1,0)形的张量,分量为 T µν
µ ;

3. va = vµ(eµ)
a;

4. φa = φµ(e
µ)a;

5. T ab
c = T µν

ρ(eµ)
a(eν)

b(eρ)c.

物理中有一种常见的思想就是用分量表示张量, 即我们考虑张量 T ab
c 其分量为 T µν

ρ, 我们往
往就会以 T µν

ρ来指代张量本身,这种想法也可以被视为省略给定的基矢

T ab
c = T µν

ρ (eµ)
a(eν)

b(eρ)c → T µν
ρ (1.61)

略去

所以我们之前一直强调区分的抽象指标和具体指标在一定程度上是一个东西! 用这种观点,可
以发现

pva +Ma
bu

b = wa ⇐⇒ pvµ +Mµ
νu

ν = wν (1.62)

从而在不涉及基矢展开式的时候, 同一张量等式在抽象指标的记号和具体指标的记号下的形
式是完全一致的!
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1.1 DUAL SPACES AND TENSOR

1.1.7 实例

考虑对偶矢量 φ和矢量 v的缩并,因为

φav
a = φµv

µ (1.63)

从而如果我们把 v在基 eµ 下表出为列向量 (v1, · · · , vn)T ,同样的把对偶矢量在其基 eµ 下表出

为行向量 (φ1, · · · , φn),那么可以发现

φv = φ(v) = φav
a = φµv

µ =
(
φ1 · · · φn

)v
1

...
vn

 (1.64)

现在来考虑 (1,1)型张量M 和矢量 v的缩并:

Ma
bv

b =Ma
νv

ν = ua (1.65)

其分量为

Mµ
νv

ν = uµ (1.66)

考虑到上式,如果我们把M 表示为一个方阵

M =

M
1
1 · · · M1

n
... . . . ...

Mn
1 · · · Mn

n

 (1.67)

即Mµ
ν 的上标 µ表示的是行,而下标 ν 表示的是列. 那么有

Mv =Ma
bv

b =Ma
b(v

b) =

M
1
1 · · · M1

n
... . . . ...

Mn
1 · · · Mn

n


v

1

...
vn

 (1.68)

类似的我们可以通过矩阵的方式来研究两个线性变换 (即 (1,1)形张量)M,N 的复合,既

Ma
bN

b
c =Ma

µN
µ
c = (MN)a c (1.69)

如果一样的,我们把M 和 N 视为矩阵

M =

M
1
1 · · · M1

n
... . . . ...

Mn
1 · · · Mn

n

N =

N
1
1 · · · N1

n
... . . . ...

Nn
1 · · · Nn

n

 (1.70)

那么有

MN =

M
1
1 · · · M1

n
... . . . ...

Mn
1 · · · Mn

n


N

1
1 · · · N1

n
... . . . ...

Nn
1 · · · Nn

n

 (1.71)
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1.1 DUAL SPACES AND TENSOR

我们之前提及过还可以把 (1,1)型张量M 视为 V ∗ → V ∗的线性变换,具体而言就是

φaM
a
b = φµM

µ
b = ωb (1.72)

分量为

φµM
µ
ν = ων (1.73)

基于形式的巧合,我们可以发现视M 为 V ∗ → V ∗的线性变换的话,只需要考虑左乘即可,即

φM =
(
φ1 · · · φn

)M
1
1 · · · M1

n
... . . . ...

Mn
1 · · · Mn

n

 (1.74)

在我们上述所构建的体系之中, 有一个重要的共同点: 分量的上标永远对于矩阵元所在的行,
而下标永远对应矩阵元所在的列. 因此 (1,0), (0,1), (1,1) 型的张量分别就对应了列矩阵, 行矩
阵,和方阵,能这样 “同构”的本质原因就是运算法则一致. 或者说矩阵的左乘右乘的定义的根
源就来自于这种张量的观点. 习惯上我们习惯把需要缩并的指标排列为左边 “矩阵”的下指标
和右边 “矩阵”的上指标缩并 m即

φv = φµv
µ, Mv =Mµ

νv
ν , NM = Nµ

νM
ν
ρ (1.75)

矢量与对偶矢量的张量积 vaφb是一个 (1,1)型的张量,从而也就是一个矩阵.
从张量的视角就很容易定义矩阵的 trace了,具体而言

tr(M) =Ma
a =Mµ

µ (1.76)

命题 1.1.5
tr(MN) = tr(NM)

证明.
tr(MN) =Ma

bN
b
a = N b

aM
a
b = tr(NM) (1.77)

定义 1.1.8:单位线性变换 (恒等映射 identity)

我们称 δ : V → V 是一个单位线性变换,如果其满足

δabv
b = va (1.78)

命题 1.1.6
δab同时还是 V ∗ → V ∗的恒等映射.

证明. 为此只需要证明
φaδ

a
b = φb (1.79)

即可,考虑到
φaδ

a
bv

b = φav
a = φbv

b (1.80)
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1.1 DUAL SPACES AND TENSOR

因为这是哑指标

即证.
同时我们之前提及过一个 (1,1)型张量的上标对应行,下标对应列,我们现在来看 δab的分

量

δab (e
µ)a (eν)

b = (eµ)a(eν)
a = δµν (1.81)

从而可以知道如果将 δab写为一个矩阵的话那么就是一个单位矩阵 I . 而考虑到

(eµ)
a(eµ)b(e

ν)a(eω)
b = (eµ)

a(eν)a(e
µ)b(eω)

b = δνµδ
µ
ω = δνω (1.82)

同时

δab(e
ν)a(eω)

b = (eν)a(eω)
a = δνω (1.83)

从而我们可以发现成立恒等式

δab = (eµ)
a(eµ)b (1.84)

注 1.1.6
值得注意的是我们使用了抽象指标了之后,遇到的大部分都是可以交换的,比如

1. 基可以交换,即

eµ ⊗ eν ⊗ eω = (eµ)a(e
ν)b(eω)

c = (eω)
c(eµ)a(e

ν)b = (eν)b(eω)
c(eµ)a = · · · (1.85)

2. “作用”可以交换 1
φav

a = (v∗∗)aφa = vaφa (1.86)

3. “作用”可以交换 2
φaT

a
b = φµT

µ
b = T µ

bφµ = T a
bφa (1.87)

4. “作用”可以交换 3
(φaψb)(vaη

b) = (φava)(ψbη
b) (1.88)

5. · · ·

回归正题,之前提到的 δab有一个特殊的作用–“更换指标”的作用,举个例子:

命题 1.1.7
T ab

cδ
c
d = T ab

d

证明. 利用 δc d = (eµ)
c(eµ)d有

T ab
cδ

c
d = T ab

c(eµ)
c(eµ)d = T ab

µ(e
µ)c = T ab

c (1.89)

附带一提的,可以发现 δab还有这样的一个性质: tr δab = dimV .
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1.1 DUAL SPACES AND TENSOR

注 1.1.7
一个有趣的事实是:

δab = δ a
b (1.90)

至于它们为什么一样,我们回忆,指标的先后顺序只是为了方便给槽一个序来方便说明,
这个序是在定义张量的时候赋予的, 而张量的存在是不依赖与序的, 毕竟张量只是一个
形如 T

(·,··· ,·)
(·,··· ,·) 的东西,所以对于同一个 (1,1)形张量 δ

(·)
(·) ,有

δab = δµν(eµ)
a(eν)b (1.91)

而

δ a
b = δ µ

ν (eν)b(eµ)
a (1.92)

同时我们再来理解一下上述两个张量的分量 δµν 和 δ µ
ν , 容易发现的交错只是因为它们

继承了张量定义的时候的交错, 实质上 δµν 和 δ µ
ν 分别只是一个 F 中的元素, 同时观察

发现有

δµν = δ µ
ν = δ

(eµ)
(eν)

∈ F (1.93)

至此我们再来看 δµν(eµ)
a(eν)b和 δ µ

ν (eν)b(eµ)
a作为一个映射的作用,由于

δµν(eµ)
a(eν)b(e

ω)a(eρ)
b = δµνδ

ω
µδ

ν
ρ = δωρ (1.94)

同时

δ µ
ν (eν)b(eµ)

a(eω)a(eρ)
b = δµνδ

ω
µδ

ν
ρ = δωρ (1.95)

所以

δab = δ a
b (1.96)

事实上考虑 δab和 δ a
b 的作用都是比较麻烦的考虑方式,直接注意到

δab = δµν(eµ)
a(eν)b = δ µ

ν (eν)b(eµ)
a = δ a

b (1.97)

即可.

定义 1.1.9:线性变换的逆

对于线性变换M : V → V ,若存在映射M−1使得对于 ∀u, v ∈ V 有

u =M(v) ⇐⇒ v =M−1 ∗ u (1.98)

则称M−1为M 的逆映射.

容易发现如果逆映射存在,那么一定有

Ma
b(M

−1)b c = (M−1)a bM
b
c = δac (1.99)

反之,如果上式满足,那么容易发现 (M−1)a b就是M 的逆映射. 从而M−1是M 的逆映射等价
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1.1 DUAL SPACES AND TENSOR

于

Ma
b(M

−1)b c = (M−1)a bM
b
c = δac (1.100)

写成矩阵就是

MM−1 =M−1M = I (1.101)

由于上述我们在考虑M 和M−1 作为 V 上的变换的时候,使用的是 va 去作用的,所以类似地
如果我们用 φa 去作用,可以一样的得到M 作为 V ∗ 到 V ∗ 地线性变换的逆也是M−1,这里的
M−1也被理解为一个 V ∗到 V ∗的线性变换.

1.1.8 量子力学中的 Dirac符号

事实上量子力学中的 Dirac符号就是严格遵从我们刚刚所叙述的张量体系的一个例子,在
Dirac符号体系之中

• (1,0)型张量为右矢 |ψ〉对应到列矩阵;

• (0,1)型张量为左矢 〈φ|对应到行矩阵;

• (1,1)型张量为算符 Â对应到方阵.

1.1.9 矩阵语言的另一种体系

我们之前构建的体系,可以将 (1,0)型, (1,1)型, (0,1)型张量转换为矩阵来思考,但是对于
(2,0)型张量, (0,2)型张量却束手无策,事实上考虑到 (2,0)型张量 (0,2)型张量也是 “两个指标”,
从而也可被理解为一个二维数组,从而也可被理解为一种矩阵,更何况我们市场遇到类似于

F µνFµν (1.102)

这样的张量运算,所以实际上把 (2,0)型张量以及 (0,2)型张量也通过矩阵的方式来理解是十分
有利的. 一个引入的例子是: 当我们考虑缩并 T µνSνρ的时候,很自然的可以理解为

TS =

T
11 · · · T 1n

... . . . ...
T n1 · · · T nn


S

11 · · · S1n

... . . . ...
Sn1 · · · Snn

 (1.103)

所得到的矩阵 TS 的 µρ 分量就是 (TS)µρ 的值. 所以就运算规则上来看, 诚然, T µνSνρ 和

Nµ
νM

ν
ρ 是完全类似的. 受到上个例子的启发, 现在给出以下的一般意义上的张量变换到矩

阵的法则:

1. (1,0)型张量, (0,1)型张量对应到矩阵时,各自都可以指定为行矩阵或者列矩阵 (即矢量可以
对应到行矩阵,也可以对应到列矩阵,而不必是如之前所言的一定是对应到列矩阵,同理对
偶矢量也可以对应到行矩阵或者列矩阵,而不必像以前一样一定对应到行矩阵)

2. (1,1)型, (2,0)型, (0,2)型张量,按照分量的左指标为行,右指标为列来指定为矩阵.
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1.1 DUAL SPACES AND TENSOR

矩几个例子:

vµ →

v
1

...
vn

或者vµ →
(
v1 · · · vn

)
(1.104)

Mµ
ν →

M
1
1 · · · M1

n
... . . . ...

Mn
1 · · · Mn

n

 (1.105)

A µ
ν →

M
1

1 · · · M 1
n

... . . . ...
M n

1 · · · M n
n

 (1.106)

T µν →

T
11 · · · T 1n

... . . . ...
T n1 · · · T nn

 (1.107)

但是,一开始对于行,列矩阵的指定不一定合适,而且对于写成方阵的张量,缩并的两个指标也
不是一左一右,所以需要对矩阵进行转置来交换行和列,对于行矩阵、列矩阵而言,其可以使得
行矩阵和列矩阵相互转换,而对于方阵而言,其可以改变指标的左右位置.

我们考虑

(MT ) µ
ν :=Mµ

ν (1.108)

其相应的矩阵就是

(MT ) µ
ν →MT =

M
1
1 · · · Mn

1
... . . . ...

M1
n · · · Mn

n

 (1.109)

类似的我们定义

(T T )µν := T νµ (1.110)

从而有

(T T )µν → T T =

T
11 · · · T n1

... . . . ...
T 1n · · · T nn

 (1.111)

当然我们目前还没有说明要把矢量变为行向量还是列向量, 对于对偶矢量我们目前也还没有
说明要把对偶矢量变为行向量还是列向量,除此之外,我们引入的转置也没说明白什么时候需
要使用这个符号来表示,现在我统一给出回复,那就是你觉得改用,那么就用！,因为这种矩阵
的表示方式归根结底是对于相同指标求和的一种等价表述方式, 换而言之我们的矩阵表示方
式只是一种形式上的便利,有了这种想法之后我们来看
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1.1 DUAL SPACES AND TENSOR

例 1.1.1

gµνu
µvν = uµgµνv

ν =
(
u1 · · · un

)g11 · · · g1n
... . . . ...
gn1 · · · gnn


v

1

...
vn

 (1.112)

gµνu
µvν = vν(gT )νµu

µ =
(
v1 · · · vn

)g11 · · · gn1
... . . . ...
g1n · · · gnn


u

1

...
un

 (1.113)

例 1.1.2

FµνΛρ
µΛ

σ
ν = Λρ

µF
µν(ΛT ) σ

ν =


Λ1

1 · · · Λ1
n

... . . . ...
Λn

1 · · · Λn
n



F 11 · · · F 1n

... . . . ...
Fn1 · · · Fnn



Λ1

1 · · · Λn
1

... . . . ...
Λ1

n · · · Λn
n


(1.114)

然而值得注意的是, 如果我们不以矩阵的形式来思考的话, 即我们直接考虑张量的话, 那
么引入转置是没有意义的! 毕竟你转置只是为了凑 “一上一下的指标”(也只有一上一下的指标
结合左指标为行右指标为列的概念,才能与矩阵运算所自洽),所以说到底转置只为了方便对应
到 “矩阵运算”,毕竟张量的表达式中关心的是指标的字母,而不是指标的左右位置.
定义 1.1.10: (2,0)型张量和 (0,2)型张量的逆

由于 (2,0)型张量 T ab可以被视为一个 V ∗ → V 的线性映射,我们定义该张量的逆为对应
线性映射的逆,由于逆映射是一个 V → V ∗ 的线性映射,所以其可被理解为是一个 (0,2)
型张量,不妨将其记作 (T−1)ab. 类似的对于 (0,2)型张量Sab我们可以定义其逆为 (S−1)ab.

值得注意的是在定义中 T ab 作为一个映射,我们没有指定输入的槽位,若我们默认输入槽
位为 b的话,那么容易发现: (T−1)ab是 T ab的逆,当且仅当

T ab(T−1)bc = (T−1)cdT
da A

= δac (1.115)

从 A 这里也可以看出指标的左右并没有那么的重要,虽然其诚然有用就是了.
如果我们认为 T ab的输入槽位是前者的话,类似的可以发现 (T−1)ab是 T ab的逆,当且仅当

(T−1)bcT
ab = T da(T−1)cd = δac (1.116)

而考虑到

(T−1)bcT
ab = T ab(T−1)bc, T da(T−1)cd = (T−1)cdT

da (1.117)

从而可以发现不管我们认为 T ab的输入槽是哪个, (T−1)ab如果存在那么就是唯一的. 当然我们
这里默认了输入槽是匹配的,即若 T ab 的输入槽是 a,那么 (T−1)ab 的输入槽也是 a. 至此对于
(1,0), (0,1), (1,1), (2,0), (0,2)型张量之间运算的 “矩阵”法就已经阐述完毕了.

我们之前提及过可以将 (1,1)型张量视为一个 V → V 的线性变换,也可视为一个 V ∗ → V ∗

的线性变换,当然如何考虑往往和我们输入的东西有关,就比如

φaT
a
b (1.118)
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1.1 DUAL SPACES AND TENSOR

就是强调了其是一个 V ∗ → V ∗的变换,即右作用的时候是 V ∗ → V ∗的变换,同时我们发现

φaT
a
b = (T−1) a

b φa (1.119)

故 “转置”后的张量其左作用才是 V ∗ → V ∗ 的变换,即其交换了 “原来运算的方向”,这是对于
转置用处的一种理解.

命题 1.1.8
若M 是一个 (2,0)型, (1,1)型, (0,2)型张量,那么有

(MT )−1 = (M−1)T (1.120)

证明. 不妨令M 是一个 (2,0)型张量,我们要证明的是

((M−1)T )ab(MT )bc = (MT )cd((M
−1)T )da = δac (1.121)

即需要证明

(M−1)baMcb =Mdc(M
−1)ad = δac (1.122)

也即

Mcb(M
−1)ba = (M−1)adMdc = δac (1.123)

而考虑到M−1的定义,上式是显然的,从而得证.

1.1.10 基变换与 “协变”“逆变”

这一小节中,我们来考虑不同基矢下张量分量的转换关系. 为此我们先给定两组基 {(eµ)a}
和 {(e′µ′)a},它们之间的变换为

(e′µ′)a = A µ
µ′ (eµ)

a (1.124)

从而同时有

(eµ)
a = (A−1) µ′

µ (e′µ′)a (1.125)

对于矢量 va其在两组基下分别可表为

va = vµ(eµ)
a = vµ

′
(e′µ′)a (1.126)

利用之前的基之间的关系,有

va = vµ(eµ)
a = vµ(A−1) µ′

µ (e′µ′)a (1.127)

通过比较基前的系数可以知道:
vµ

′
= vµ(A−1) µ′

µ (1.128)

接下来考虑对偶基的变换,记新旧的对偶基为 {(eµ)a}与 {(e′µ′
)a},那么对于 v ∈ V 其可以

展开为

va = v′µ
′
(e′µ′)a, v′µ

′
= va(e′µ

′
)a (1.129)
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1.1 DUAL SPACES AND TENSOR

同时 v ∈ V 还可以在原先的基中展开有:

va = vµ(eµ)
a, vµ = va(eµ)a (1.130)

由于矢量分量的变换:

vµ
′
= vµ(A−1) µ′

µ = va(eµ)a(A
−1) µ′

µ = va
(
(eµ)a(A

−1) µ′

µ

)
(1.131)

再加之对比之前得到的 v′µ
′
= va(e′µ

′
)a就得到了

(e′µ
′
)a = (eµ)a(A

−1) µ′

µ (1.132)

考虑 “逆”我们还能得到:
(eµ)a = (e′µ

′
)aA

µ
µ′ (1.133)

从而我们得到了对偶基之间的变换,现在我们再来考虑对偶矢量分量的变换,由于

φa = φµ(e
µ)a = φ′

µ′(e′µ
′
)a (1.134)

另一方面有

φa = φµ(e
µ)a = φµ(e

′µ′
)aA

µ
µ′ = (A) µ

µ′ φµ(e
′µ′
)a (1.135)

对于 φa = φ′
µ′(e′µ

′
)a可以得到

φ′
µ′ = (A) µ

µ′ φµ (1.136)

总结上述的内容可以得到:
定理 1.1.1
以带 ′和不带 ′分别表示新,旧基底的情况,那么对于 ∀v ∈ V, ∀φ ∈ V ∗,各基矢以及分量
之间的变换关系可以写为:

• (e′µ′)a = A µ
µ′ (eµ)

a;

• v
′µ′

= vµ(A−1) µ′
µ ;

• (e
′µ′
)a = (eµ)a(A

−1) µ′
µ ;

• φ′
µ′ = A µ

µ′ φµ

可以发现只要是指标在下面的, 那么变换的张量就是 A, 而只要指标在上面, 那么变换的
张量就是 A−1. 正因为这些变换的性质我们称: 基矢为协变矢量,对偶矢量为逆变矢量,矢量的
分量叫做逆变分量,对偶矢量的分量叫做协变分量.

对于一般的张量,也不难写出其分量的变换规律 (归结于多重线性映射的 “线性”以及展开
的唯一性)结果表出如下:

定理 1.1.2
对于 T ∈ TV (k, l)在基变换

(e′µ′)a = A µ
µ′ (eµ)

a (1.137)

18



1.1 DUAL SPACES AND TENSOR

下,分量的变换可以写为:

T
′µ′

1···µ′
k

ν′1···ν′l
= (A−1) µ′

1
µ1

· · · (A−1)
µ′
k

µk A ν1
ν′1

· · ·A νl
ν′l
T µ1···µk

ν1···νl (1.138)

推论 1.1.1:缩并的基矢量无关性
即我们在张量运算中所设计的所有缩并的结果与基矢的选取无关.

证明. 考虑到

T
(·,··· ,e′µ′

,··· ,·)
(·,··· ,e′

µ′ ,··· ,·)
=T

(·,··· ,(A−1) µ′
ν eν ,··· ,·)

(·,··· ,A µ

µ′ eµ,··· ,·) = (A−1) µ′

ν A µ
µ′ T

(·,··· ,eν ,··· ,·)
(·,··· ,eµ,··· ,·)

=δµνT
(·,··· ,eν ,··· ,·)
(·,··· ,eµ,··· ,·) = T

(·,··· ,eµ,··· ,·)
(·,··· ,eµ,··· ,·)

(1.139)

注意到凡是涉及 “变换”这一词,特别是基变换,我们就喜欢从两个视角来看待变换本身:

1. 被动观点: 张量本身不变而是基矢量选取发生变化.

2. 主动观点: 张量本身变化了,但是基没有发生变换.

之前的论述之中对于被动观点的阐明已经是比较明确的了, 因为我们之前所在干的事情就是
同一个张量在不同的基下的表示. 现在来阐明主动变换: 实际上主动变换就是

σ : V V

TV (k, l) TV (k, l)

linear

就是说当我给出了一个
σ : V −→ V

va 7−→Ma
bv

b
(1.140)

这是一个 V → V 的线性变换 (实际上这还需要是一个线性同构),那么这个变换就能诱导出一
个 TV (k, l) → TV (k, l)的线性变换,而且这个线性变换还需要满足保持缩并 (张量与矢量和对
偶矢量的缩并)不变. 举个例子我们考虑 TV (1, 0)中的一个元素 (一个对偶矢量) φa,不妨令我
们想要寻找的 TV (1, 0) → TV (1, 0)的那个保缩并的线性映射 (实际上也是一个线性同构)为 σ′

那么由于其需要保护内积,从而有

σ′(φ)aσ(v)
a = φav

a =⇒ σ′(φ)aM
a
bv

b = φav
a =⇒ σ′(φ)bM

b
av

a = φav
a (1.141)

从而可知

σ′(φ)bM
b
a = φa (1.142)

也即

σ′(φ)a = φb(M
−1)b a (1.143)
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1.1 DUAL SPACES AND TENSOR

类似的可以知道 TV (k, l) → TV (k, l)的保缩并的线性同构是唯一的,其正是

σ′(T a1···ak
b1···bl) =Ma1

c1
· · ·Mak

ck
(M−1)d1b1 · · · (M

−1)dlblT
c1···ck

d1···dl (1.144)

利用 Penrose图示记法可以很好的表述这种主动的观点,其即为

图 1.1

1.1.11 度规空间与内积空间

定义 1.1.11:度规空间

度规空间就是一个给定了度规的线性空间 (这个线性空间通常是实矢量空间),而度规就
是一个双线性映射 g : V × V

linear−→ F ,额外地其需要满足:

• 对称性: g(u, v) = g(v, u);

• 非退化性: ∀v ∈ V, g(u, v) = 0 =⇒ u = 0.

并且如果对于 ∀v ∈ V 都有 g(v, v) ≥ 0,那么我们称度规 g 是正定的,若都有 g(v, v) ≤ 0

那么就称之为负定的,其他的情况就叫作不定的.
如果度规是正定的,那么对应的度规空间 (实数域上的),我们也称之为实内积空间.

如果 g(u, v) = 0,那么我们称 u, v是正交的,并且对于 v ∈ V 定义其模长为

|v| =
√
|g(v, v)| (1.145)

注 1.1.8
在不引起混淆的情况下, u, v ∈ V 的度规作用 g(u, v)有时候也称为 u和 v在度规 g下的

内积.
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1.1 DUAL SPACES AND TENSOR

由于度规是一个 V × V → F 的双线性映射,所以其自然就是一个 (0, 2)型张量 gab,具体
而言有

g(u, v) = gabu
avb (1.146)

从而依据 g(u, v) = g(v, u)可以知道

gabu
avb = gbau

avb =⇒ gab = gba (1.147)

额外的容易发现 gab的分量 gµν 可以表示为

gµν = gab(eµ)
a(eν)

b (1.148)

进一步可以注意到

gµν = gab(eµ)
a(eν)

b = gba(eµ)
a(eν)

b = gνµ (1.149)

故也就有了 gµν = gνµ.
有了度规之后,我们可以对线性空间 V 的基矢附带一些额外的结构,具体而言我们定义标

准正交基:
定义 1.1.12:标准正交基

给定了度规 g的线性空间 V 的标准正交基满足:

g(eµ, eν) = gµν =

{
± 1 µ = ν

= µ 6= ν
(1.150)

从而如果在标准正交基下把度规写为矩阵的话, 那么其就是对角元只能为 ±1的对角矩

阵.

定理 1.1.3
任意度规空间都存在标准正交基, 且不管依据哪个标准正交基来表出度规为矩阵, 所得
到的对角矩阵的对角线元素中的 +1数目和 −1数目是不变的. 我们把对角元素的和称
为度规的 “号差”.

显然正定度规的对角元全是 +1,负定度规的对角元全是 −1.
物理中有两个比较常用的度规,分别是三维空间的欧式度规

δµν →

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 (1.151)

以及四维时空的Minkowski度规

ηµν →


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 (1.152)
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当线性空间 V 给定了一个度规 g之后,就可以自然诱导出一个 V → V ∗的同构映射,具体
而言就是

ϕ : V −→ V ∗

v 7−→ v† ≡ g(v, ·)
(1.153)

运用抽象指标来表述的话就是:

va ≡ gabv
b (1.154)

实质上就是 v† = ϕ(v)

gabv
b = gbav

b = g(v, ·)

值得注意的就是我们使用 va 来代替 v† = ϕ(v),这是合理的,因为在存在度规的空间中 v 7→ v†

的映射是自然的. 实质上这里的 va 也就是 (v†)a 的一种简写方法,之所以能这样写的另一原因
是我们已经可以通过上下指标的位置来区分 v与 v†了,所以 †就可以省略掉,这样写的好处除
了 “简洁”了以外,还有就是其强调了va 和 va 虽然在数学性质上不同,但是实质是同一个事物
（毕竟联系两者的是一个 “同构”映射）. 在这样的符号系统里面可以发现有:

g(u, v) = gabu
avb = uav

a = uava (1.155)

注 1.1.9
有意思的事情是: φav

a 表示的是 φa 作为 V ∗ 中的一个元素对于 va 的作用,将其表示为
矩阵的话就是

(
φ1 φ2 · · · φn

)

v1

v2

...
vn

 (1.156)

但是对于 uav
a,如果视 ua 为 V ∗ 中的元素即强调了 ua 是一个映射的话,那么将 uav

a 写

成矩阵的是和之前类似的;但是如果视 uav
a 表示的是 u, v 两个作为 V 中的元素之间的

度规作用 g(u, v)的话,即我们强调了 ua实质上是由 ua生成的,那么 uav
a = ubgbav

a从而

其表示为矩阵形式就是

(
u1 u2 · · · un

)

g11 g12 · · · g1n

g21 g22 · · · g2n
...

... . . . ...
gn1 gn2 · · · gnn



v1

v2

...
vn

 (1.157)

注 1.1.10
实际上我们之前完全没有必要给 v 7→ g(v, ·)的映射取名为 ϕ,因为我们之前说过 gab 是

一个 (0,2)型的张量,而 (0,2)型张量可以被视为一个 V → V ∗的映射,如果我们认为输入
槽是右槽,那么这个 V → V ∗的映射是 vb 7→ gabv

b, gabvb恰恰就是 va! 所以我们一开始的
ϕ实际上完全就是 g本身!

22



1.1 DUAL SPACES AND TENSOR

由于 g : V → V ∗ 是一个同构映射,故其自然是一个双射,从而也就有着逆映射,不妨记其
逆映射为 g−1 : V ∗ → V . 也就是我们令 gab 的逆为 (g−1)ab,但是实际上由于我们可以通过指标
的上下位置来判断出这到底是 g 还是 g−1 所以,往往将度规的逆 (g−1)ab 简记为 gab,这是一个
(2,0)型张量,有了 gab 我们对于任意的 φ ∈ V ∗ 其就可以自然对应到一个 V 中的元素,我们将
这样自然的对应方法表示为:

φb 7→ (φ†)a = gabφb (1.158)

同样的,这里的 †可以省略,从而也就有: φa ≡ gabφb.

命题 1.1.9
由 gab和 gab的互为逆的性质,容易知道:

va = gabv
b ⇐⇒ va = gabvb (1.159)

换种方式表达也就是:
gabgbc = δac (1.160)

注 1.1.11
事实上有限维线性空间中的 φ, ψ,如果满足

φψ = id (1.161)

那么一定有

ψφ = id (1.162)

也就是说如果 φ是 ψ的左逆,那么 φ也就一定是 ψ的右逆. 同样的,如果 φ是 ψ的右逆,
那么 φ也就一定是 ψ的左逆.
所以在之前张量的逆的定价条件之中实际上完全写

Mab(M−1)bc = δac (1.163)

也就足以了.

我们之前提到过在标准正交基下 gab = diag{±1}, 所以如果将 gab 也在相应的基 (此处是
{eµ ⊗ eν}, {eµ}是标准正交基 {eµ}的对偶基)下展开,那么可以得到

g
11 · · · g1n

... . . . ...
gn1 · · · gnn

 diag{±1} = diag{1} (1.164)

由于 diag{±1}的逆是显然的,其正是 diag{±1}本身！这里 diag{±1}指的是对角线上要么是
1要么是 −1的对角矩阵. 所以我们就可以知道 gab在相应的基下表出为矩阵就是 diag{±1}也
就是 gab在相应的基下表出的矩阵.

利用 gab,我们可以定义对偶矢量之间的度规作用
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定义 1.1.13:对偶矢量之间的度规

对于任意的 φ, ψ ∈ V ∗,我们定义

g(φ, ψ) ≡ gabφaψb = φaψa = φaψ
a (1.165)

事实上一个有意思的事情是: 对于 V 的基 {(eµ)a}我们注意到对偶基 {(eµ)a}是一种意义
上的指标下降 (就 a而言),同时注意到

(eµ)a ≡ (e†µ)a = gab(eµ)
b (1.166)

所得到的 (eµ)a也是一种指标下降,然而需要强调的是:

(eµ)a 6= (eµ)a (1.167)

具体而言,有:

(eµ)a = gab(eµ)
b = gaµ = gνµ(e

ν)a = gµν(e
ν)a 6= (eµ)a (1.168)

张量的退化

(0,1)型张量的展开

类似的对于对偶矢量 (eµ)a可以得到

(eµ)a ≡ (eµ†)a = gab(eµ)b 6= (eµ)
a (1.169)

实际上有

(eµ)a = gab(eµ)b = gaµ = gνµ(eν)
a = gµν(eν)

a 6= (eµ)
a (1.170)

命题 1.1.10
va = vµ(eµ)

a = vµ(e
µ)a,这里 vµ就是 va = gabv

b的分量.

证明. 由于
vµ = gµbv

b (1.171)

所以

vµ(e
µ)a = gµbv

bgac(eµ)c = gµbg
aµvb = gaµgµbv

b = δabv
b = va (1.172)

从结论中可以发现 (eµ)a就结论而言还是挺工整的. (eµ)a也被称为倒格子矢量.

注 1.1.12
一个有意思的事实是,对于 va ∈ V 有

g(va, ·) = va (1.173)

为了证明至一点只需要考虑到

g(va, ·) = gabvb = gabgbcv
c = δacv

c = va (1.174)

24



1.1 DUAL SPACES AND TENSOR

1.1.12 升降指标操作与伴随映射

定义 1.1.14:升降指标运算

对于一般的张量来说,度规张量可以诱导出一个 TV (k, l) → TV (k − 1, l + 1)的映射

T ab···
··· 7→ T b···

a ··· =: gacT
cb···

··· (1.175)

容易发现这个 g 所诱导出的映射, 在运用抽象指标的语言之中, 所反映出的就是对于任
意一个上标的下降.

当然从上述的定义之中可以看出将指标错开来写的重要性,逼近如果不错开来的话,那我
在降指标的时候不就 “撞在一起了么”.

当然度规所诱导出的映射也可以通过多重线性映射来理解,即为

Ta
b···

···φ
a ≡ T ab···

···φa (1.176)

其中 φa = gabφ
b是度规所诱导出来的自然同构.

反过来,度规张量的逆 gab 可以诱导出一个 TV (k, l) → TV (k + 1, l − 1)的升指标操作,具
体而言是:

T ···
a··· 7→ T ···a

··· =: gabT ···
b··· (1.177)

通过多重线性映射的视角来看也就是:

T ···a
···va ≡ T ···

a···v
a (1.178)

这里的 va = gabv
b是自然诱导出来的同构映射的像.

有了度规之后,我们就可以通过升降指标把一个 (k,l)型张量变成 “代表同一事物”的 (m,n)
型张量,只要 k + l = m + n,所以张量的型号是能变的,但是上下槽的总数 k + l是不变的,有
时候 k + l也被称为秩.
事实上这里需要理解一下为什么一个张量在升降指标了之后还是同一个东西. 实质上,通

过之前多重线性映射来看待升降指标的观点, 可以发现升降指标前后的区别唯一之处就是在
于往槽中输入元素的时候需不需要对输入的元素升降指标, 而我们知道往槽内输入的元素无
非就是 V 或者是 V ∗中的元素,而它们的升降指标实质上是自然的同构映射的结果完全可以视
为一个东西,故张量作为一个多重线性映射在升降指标的前后是自然的一个东西.

之前提到过 (g−1)ab 可以不引起歧义的简记为 gab,但考虑到 gab 还可被认为是 gab 升两个

指标得到的结果,故之前的那个符号指代就需要验证其自洽性

命题 1.1.11
(g−1)ab = gab

证明. 为此我们只需要说明 gacgbdgcd就是 gab的逆就行了,而考虑到

gacgbdgcdgbe = δadδ
d
e = δae (1.179)

故 gacgbdgcd ≡ gab诚然就是 gab的逆.
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如果我们对 gab升一个指标,或者对于 gab降一个指标所得到的结果就是 δab,因为

gabgbc = δac (1.180)

此处有一个神奇的证明:
命题 1.1.12

δab = δb
a

证明. 这只需要考虑到
δac = gabgbc = gbagbc = δc

a (1.181)

定义 1.1.15:对偶空间伴随式 (度规空间情形)

对于度规空间 V 上的张量 T ∈ TV (k, l), 我们可以定义它的 “对偶空间伴随对象” T † ∈
TV (l, k),满足:

T †(v
†
1,··· ,v

†
l )

(φ1†,··· ,φk†) ≡ T
(φ1,··· ,φk)
(v1,··· ,vl) (1.182)

如果将 T 写为:
T a1,··· ,ak

b1,··· ,bl (1.183)

那么事实上可以把 T †表示为:
Ta1,··· ,ak

b1,··· ,bl (1.184)

这是因为

T †(v1,··· ,vl)
(φ1,··· ,φk)

=T a1,··· ,ak
b1,··· ,bl(φ

1)a1 · · · (φk)ak(v1)
b1 · · · (vl)bl

=T a1,··· ,ak
b1,··· ,blga1a′1 · · · gaka′kg

b1b′k · · · gblb′l(φ1)
a′1 · · · (φk)

a′k(v1)b′1 · · · (v
l)b′l

=Ta1,··· ,ak
b1,··· ,bl(φ1)

a1 · · · (φk)
ak(v1)b1 · · · (vl)bl

(1.185)

所以我们能发现凡是加了个 †就是用度规升降一遍所有的指标,对于 (1,0)型张量 vb是这

样的,对于 (0,1)型张量 φa是这样的,对于一般的张量 T a1···ak
b1···bl 也是如此,所以我们称

σ :
∞⋃

k,l=0

TV (k, l) −→
∞⋃

k,l=0

TV (k, l)

T 7−→ T †

(1.186)

这样子的映射为伴随映射.
我们现在来考虑一个 (1,1)型的张量Ma

b,它的对偶空间的伴随对象还是 (1,1)型张量,这
样我们就可以定义自伴随/反自伴随的概念:

Ma
b = ±Mb

a (1.187)

若取 +号则为自伴,若取 −号则是反自伴的.
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注 1.1.13
我们在之前试图证明Ma

b =Mb
a并且给出了一个看似合理的结果,但是指的叙述的是:

1. 如果视Ma
b是一个 V ∗ × V → F 的映射而视Mb

a是一个 V × V ∗ → F 的映射,那么
它们显然不同.

2. 如果视Ma
b,Mb

a一个输入一个 v ∈ V, φ ∈ V ∗(不强调 v和 φ的顺序)输出一个 f ∈ F

的映射的话,那么它们相同.

3. 如果视Ma
b一个 V → V ∗(V ∗ → V )的映射,视Mb

a一个 V → V ∗(V ∗ → V )的话,那
么它们相同.

所以说按照最严格定义的话,那么Ma
b 和Ma

b 一定不同! 度规的升降是 “最严格的”,所
以可以通过度规的升降再来表述一下Ma

b和Ma
b的不同:

Mb
a = gbcg

adM c
d 6=Ma

b (1.188)

注 1.1.14
至此, 可以再谈一下对于张量积和作用的理解. 张量积, 以 v ∈ V 和 φ ∈ V ∗ 的张量积

v ⊗ φ为例,可以发现取张量积实际上就是将两个映射 “黏”在了一起,而黏的方法是分
别作用之后再乘在一起, 而这里的乘是传统的数之间的乘法自然也就有着交换律, 所以
唯一不能交换的是输入给 v ⊗ φ的有序对 (A,B)之中 a, b的顺序,所以我们发现抽象指
标就是强制给这两个元素一个序号,也就是 (A,B) = A, a,B, b (惊奇的发现这就是集合
论里面构造有序对的方式！)所以采用了抽象指标之后

v ⊗ φ = vaφb = φbv
a (1.189)

是没有一点奇异的! 而考虑到张量积的本质是一个多重线性映射, 从而域 F 中的元素

(姑且称为 “数”,虽然 F 不一定是一个数域)自然是按如下方式交换位置的:

f(vaφb) = (fva)φb = vafφb (1.190)

所以我们只要采用了抽象指标不管是干什么都是可以交换的啦！

当然运用抽象指标的话我们可以发现张量之间的张量积也就变为了直接的乘法,当然要
注意输入槽的顺序,如果仅仅告诉你一个张量 T 为

T
(·,··· ,·)
(·,··· ,·) (1.191)

的话,那么是没有指定输入的顺序的,而当你将上述张量展开为

T = T
(·,··· ,·)
(·,··· ,·) = T a1···ak

b1···bl (1.192)

之后, 就可以明确地知道输入的顺序了 (严格来说还需要知道 {ai} 到槽 (·, · · · , ·)
中具体位置的一个映射, 但是习惯上我们默认就是顺序), 输入的东西应该是形如
(a1, · · · , ak, b1, · · · , bl)(这里的 a1 强调的不是输入的东西是 a1, 而是这个地方输入的东
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西对应到 a1去),当然这里的 T a1···ak
b1···bl 就表明这个张量 T 是通过 V ∗ × · · · × V ∗ × V ×

· · · × V → F 定义出来的.
那么现在就有一个问题了,对于 T a1···ak

b1···bl ⊗ T c1···ck
d1···dl 输入的东西到底是形如

(a1, · · · , ak, b1, · · · , bl, c1, · · · , ck, d1, · · · , dl) (1.193)

还是形如

(c1, · · · , ck, d1, · · · , dl, a1, · · · , ak, b1, · · · , bl) (1.194)

答案就是继承原来的顺序. 原来 T a1···ak
b1···bl 在左,所以输入的 a1, · · · , ak, b1, b2, · · · , bl 就

在左. 实际上这样的观点通过基展开的方式最好解释了:

T a1···ak
b1···bl = T µ1···µk

ν1···νleµ1 ⊗ · · · ⊗ eµk
⊗ eν1 ⊗ · · · ⊗ eνl (1.195)

而

T c1···ck
d1···dl = T ρ1···ρk

σ1···σl
eρ1 ⊗ · · · ⊗ eρk ⊗ eσ1 ⊗ · · · ⊗ eσl (1.196)

所以

T a1···ak
b1···bl⊗T c1···ck

d1···dl = T µ1···µk
ν1···νlT

ρ1···ρk
σ1···σl

eµ1⊗· · ·⊗eµk
⊗eν1⊗· · ·⊗eνl⊗eρ1⊗· · ·⊗eρk⊗eσ1⊗· · ·⊗eσl

(1.197)
从而通过上式就可以知道输入槽的顺序了.
我们再来理解一下缩并,实际上任何作用能视为缩并的元素是:

作用 =张量积+缩并

所以对于任何的缩并,我们都能归结于

A⊗ eµ ⊗ B ⊗ C ⊗ eν ⊗D = (eµeν) A⊗ B ⊗ C ⊗D (1.198)

δµν 一个 F 中的元素

保持原来的顺序!

这是缩并的另一定义, 其实质上是与之前给出的定义方式等价的. 但是这个定义方式更
加的直观,也更加的容易理解,毕竟其是作用于基的. 至此能解释了为什么

gabg
bc = δa

c (1.199)

这实际上是因为

gabg
bc = gµνg

σρeµ ⊗ eν ⊗ eσ ⊗ eρ = gµνg
σρδν σ eµ ⊗ eρ (1.200)

这些都是 F 中的元素

通过这个顺序能看出为什么 δa
c中 a在左 c在右

如蓝色注释中所说的一样, gµν , gσρ, δν σ 只是 F 中的元素, 所以可以按照上一 Remark刚
开始的时候中提到的 1. 2. 3. 观点理解Ma

b =M b
a 中的 2. 观点来看待这个问题,容易发

现此处 δν σ 实际没有必要错开 (因为其不表明 V × V ∗ → F 或者 V ∗ × V → F ),此处错
开只是为了好看！
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对于一个 (2,0)型的张量Mab,如果其是一个对称张量,那么就满足了

Mab =M ba (1.201)

如果对上面的式子进行升降指标有:

gcaM
ab = gcaM

ba =⇒ gcaM
ab =M bagac =⇒Mc

b =M b
c (1.202)

从而可知: (2,0)型对称张量升降指标所得到的 (1,1)型张量是自伴的. (该结论对与反对称也成
立)

1.1.13 矩阵语言下的伴随表述

矩阵语言下: 矢量 v 是列矩阵,其对偶空间伴随式 v† 是行矩阵,对偶矢量 φ是行矩阵, φ†

是列矩阵,并且有:
u† = v†u = g(u, v) (1.203)

对于 (1,1)型张量M ,其对偶空间伴随式M †的定义可以写为:

u†M † = (Mu)† (1.204)

(这就是量子力学中的引入伴随的方法),我们来验证这样子定义和我们之前给出的伴随映射的
自洽性

va =Ma
bu

b =⇒ v† = v†a = gacM
c
bu

b = gacM
c
dg

degefu
f =Ma

bub = = ubMa
b = u†M † (1.205)

这一步调整顺序是为了和矩阵运算对应

由于度规作为一个 (0,2)型张量,其也可以对应到矩阵, gab = gba就可以表示为

gab = gba = gT ab =⇒ g = gT (1.206)

这里 g和 gT 都是矩阵

此时矢量 u和 v的内积可以表示为:

uµgµνv
ν = uT gv (1.207)

类似的,一些对偶空间伴随式也可以通过矩阵的方式表出:

1. vµ = gµνv
ν ⇐⇒ v† = (gv)T = vT g;

2. φµ = φνg
µν ⇐⇒ φ† = (φg−1)T = g−1φT ;

3. (M †)µν ≡Mν
µ = gµσMρ

σgρν ⇐⇒M † = g−1MT g.

1.1.14 复内积空间,以及内积诱导的伴随映射
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定义 1.1.16:内积空间

线性空间,赋予满足下述条件的一个内积运算: ∀u, v, w ∈ V ; p ∈ P

1. < u, v + w >=< u, v > + < u,w >;

2. < u, v >= p < u, v >;

3. < u, v >=< v, u >∗;

4. < u, u >≥ 0.

则称之为内积空间.

注意: 线性空间和度规空间之间没有包含关系,度规空间没有 “共轭线性”这一概念,同时
内积空间也无法表达非正定的度规.
在内积空间中, 内积可以诱导出一个 V → V ∗ 的自然同构映射 v 7→ v† ≡< v, · >, 其中

v† ∈ V ∗,这个映射同样称之为伴随映射,而且在复内积空间中还称为厄米共轭;我们同样地简
记 (v†)a为 va,从而有:

< v, u >= vau
a (1.208)

考虑上述的伴随映射作为一个同构映射的逆映射, 其把 φa 7→ φa, 上式中的 (φ†)a 简要记录为

φa,在对偶空间上定义内积:
< φ, ω >≡ φaωa =< ω†, φ† > (1.209)

上式中最右边的式子中的内积是 V 中的内积.
容易发现在上述的定义下有:

(eµ)a = (eµ)a, (eµ)a = (eµ)
a (1.210)

矢量 v的分量,和对偶矢量 v†的分量 vµ之间的对应关系为:

vµ = va(eµ)
a =< v, eµ > (1.211)

vµ = va(eµ)a = (eµ)av
a =< eµ, v > (1.212)

同时考虑到

< v, eµ >=< eµ, v >
∗ (1.213)

从而在自然同构的意义下有

vµ = (vµ)∗ (1.214)

在矩阵表述下有

(vµ) = (eµ)∗ (1.215)

将内积空间中的伴随映射这一概念推广到一般的张量:
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定义 1.1.17:对偶空间伴随式 (内积空间情形)

对于内积空间 V 上的张量 T ∈ TV (k, l),定义其对偶空间伴随对象为 T † ∈ TV (l, k)满足

T †(v1,··· ,vl)
(φ1,··· ,φk)

≡
(
T

(φ1,··· ,φk)
(v1,··· ,vl)

)∗
(1.216)

从而对于 T †的分量 T †(eν1 ,··· ,eνl )
(eµ1 ,··· ,eµk )

有

T †(eν1 ,··· ,eνl )
(eµ1 ,··· ,eµk )

=
(
T

(eµ1 ,··· ,eµk )
(eν1 ,··· ,eνl )

)∗
(1.217)

特别的对于 (1,1)型张量Ma
b,通过上述的观点可以发现,依矩阵表述的话有:

M † = (MT )∗ (1.218)

至此,上述所有观点在量子力学中的运用就是: 通过矩阵表示有:

(1) < u|v >= u†v = (v†u)∗;

(2) v → |v >, v† → |v >†=< v|;

(3) < u|M † = (M |u >)†

§ 1.2
一些量子力学中常用的数学概念及语言

此节对应 Shankar的Mathematical Introduction部分

1.2.1 Linear Vector Spaces: Basics

一些基础的代数概念不再过多叙述,我只列出那些容易遗漏的,或者说是相对重要的.
定义 1.2.1:线性空间的维数

线性空间的维数是线性无关的向量组中向量个数的最大值. 线性相关性指的是: 对于
{|i〉},如果存在不全为零的一组数 ai使得 ai |i〉 = 0,那么称它们线性相关.

定理 1.2.1
对于 n维线性空间中的任意一个向量 |V 〉,其一定能表述为 n个线性无关的向量的线性

组合.

证明. 如若不能, 不妨取 V 的一组基 {|i〉}1≤i≤n(无限维线性空间能找到基依赖于 Zorn引
理,有限维则是自然的),那么容易发现 |V 〉 ∪ {|i〉}1≤i≤n是 V 中的线性无关组,矛盾.

通过证明可以发现 |V 〉 ∈ V 一定能表示为 |V 〉 = vi |i〉,我们称呼 vi 为 |V 〉的 components.
容易证明 {vi}是唯一的.
我们定义 V ⊗ V → F 的一个运算 σ,将其表示为

σ : V ⊗ V −→ F

(|V 〉 , |W 〉) 7−→ 〈V |W 〉
(1.219)

如果其满足
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• 〈V |W 〉 = 〈W |V 〉∗;

• 〈V |V 〉 ≥ 0, 0 iff |V 〉 = |0〉;

• 〈V | (a |W 〉+ b |Z〉) ≡ 〈V |aW + bZ〉 = a〈V |W 〉+ b〈V |Z〉

那么称其为内积,一个赋予内积的线性空间就称为内积空间.
当我们引入了内积, 就可以叙述正交的概念, 同时由于引入了内积, 那么也就自然诱导出

了一个范数,从而我们可以映入向量的模的概念,从而就可以定义标准正交基这一概念。
定理 1.2.2: Gram-Schmidt
任意一个线性无关的向量组 {vi}都可以通过线性组合将其正交归一化.

证明. 递推即证,不多复述.
首先值得说明的是, 按照我们之前的定义 〈V |W 〉只是一个记号, 表示的是 (|V 〉 , |W 〉), 但

事实上容易发现 〈V |本身就能作为一个对偶空间中的元素存在,也就是:

〈V | ≡ (|V 〉 , ·) (1.220)

也就是说一个拥有内积的线性空间,可以自然诱导出一个 V 到 V ∗ 的同构映射,具体而言就是
|V 〉 7→ 〈V |.

有了标准正交基,我们就能发现一个自然的 V 到 F n的同构映射,或者说是 V 的一个表示,
具体而言 |V 〉 7→ [v1, · · · , vn]T ,其中 {vi}是 |V 〉在标准正交基下的 components,这样表示的好
处是,我们可以进一步自然的表示 〈V | ∈ V ∗,具体而言是 〈V | 7→ [v∗1, · · · , v∗n],从而内积可以简
单的表示为我们熟知的矩阵运算:

〈V |W 〉 = [v∗1, · · · , v∗n]

w1

...
wn

 (1.221)

可以发现对于一个线性空间: 以下三者等价

• 指定内积;

• 指定 V → V ∗的同构映射;

• 指定标准正交基.

一切都是那么自然！

之前提到过可以将任意的 |V 〉 表示为一个基的线性组合, 如若引入了标准正交基, 对于
|V 〉的表示会更加自然,这是因为运用内积 (有了标准正交基就有了内积)有:

|V 〉 =
n∑

i=1

|i〉 〈i|V 〉 (1.222)

1.2.2 Adjoint Operation

之前我们提到过 |V 〉 7→ 〈V |是一个 V → V ∗ 的由内积诱导地自然地同构映射,我们习惯
上把这个映射还称为 adjoint operation,我们之前只讨论了 |V 〉 ∈ V 的伴随映射,并且给出了一
个表示
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注 1.2.1
这里插入一下,需要特别注意的是,虽然将 |V 〉表示为 V 的任意一个基下的 components
组成的列向量都是可以的,但是只有将 |V 〉表示为标准正交基下的 components才是自然
的,这体现在这样子表示对于 adjoint operation的自然兼容,具体而言只有在标准正交基
下的矩表示才可以简单的认为可以将 〈V |表示为 [v∗1, · · · , v∗n],即 |V 〉的列向量表示的共
轭转置,至于我这样断言的理由: 我们不妨认为 |V 〉在基下的表示是 [1, 0, · · · , 0]T ,那么
就有了

〈V |V 〉 = [1, 0, · · · , 0]


1

0
...
0

 = 1 (1.223)

但既然我们说的是基,而不是标准正交基,所以 |V 〉的 norm自然就不一定是 1.
所以为了兼容对偶空间的表示,我们总是喜欢考虑 “标准正交基”,所以在量子力学中,我
们在 Hilbert空间之中找基的时候往往找的就是 “标准正交基”,但这一点有时候是会被
忽视掉,或者许多时候我们都不强调这一点,这是因为在量子力学中我们假定了

任意算符的本征函数组成了 “标准”“正交”“完备”的一组基

而在量子力学中所考虑的基往往就是本征函数组成的基,从而往往我们找到的基自然就
是 “标准”“正交”“完备”的！

表示方法已经蕴含在上面这个 Remark中了. 但是伴随映射完全可以不局限于 |V 〉上,对
于任意一个张量我们都可以定义其伴随映射, 这个时候我们引入记号 †, 我们称 something† 就
是 something在伴随映射下的像.

注 1.2.2
当我在想绕过一些有关 † 的细节, 而直接给出张量的伴随映射是什么样子的时候, 我还
是遇到了一些困难, 毕竟伴随映射这个东西最好就是直接从 Tensor的角度出发来讲, 矩
阵只是其一个表示,而且是因为刚好满足运算规律的表示,其能表示是存在一些 “巧合”
的, 所以想要讲清楚 adjoint operation 就不可以通过矩阵来讲, 如果我直接说如果 Ω 是

Ωa
b 的矩阵表示,那么 Ω†

a
b 的矩阵表示就是 Ω† 也就是 Ω矩阵的共轭转置,那么我感觉这

是绝对不严谨的 (从布尔巴基的角度来说的 hhhh, 虽然物理人好像都不怎么布尔巴基),
所以我还是打算在 Remark中再讲一些 Tensor.
运用 Tensor语言的话, |v〉就是一个 (1,0)型张量 va, 〈v|就是一个 (0,1)型张量 v†a, V 上的
内积就是

(|v〉 , |w〉) = 〈v|w〉 = v†aw
a (1.224)

同样的我们可以自然的定义一个对偶空间上的内积,考虑的方式为: 我们已经有了 V 上

的一个内积, 从而就有了 V 中的标准正交基 {ia}, 从而就有了 V ∗ 的基 {i†a} , 自然的想
法就是认为 {i†a}是标准正交基,从而 V ∗ 有了标准正交基,也就有了内积 (从而也就有了
V ∗ → V ∗∗的自然的同构映射,不妨也即其为 †,即 φ ∈ V ∗在这个同构映射下的像为 v††),
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可以发现的是这样子的话,就有了:

v††w† = (v†, w†) = (v∗i i
†, w∗

j j
†) = v∗∗i w

∗
i = w∗

i vi = (w, v) = w†v (1.225)

这里的内积是 V ∗中的内积

这里是 V 中的内积

至此可以发现: 还是那句话 “一切都是那么自然”.
上面引入了 φ ∈ V ∗ 的 †的概念,所以至此我们才能引入张量的 †,毕竟张量是作用于 V

和 V ∗ 中的元素上的,所以自然需要先给出 V 和 V ∗ 中元素的 †再诱导出 Tensor T 的 †.
具体而言: 对于一个 (k,l)型张量 T a1···ak

b1···bl , 现在有一个 (l,k)型张量 T †
a1···ak

b1···bl , 其满
足

T †
a1···ak

b1···blva1 · · · vakφb1 · · ·φbl =
(
T a1···ak

b1···blv
†
a1
· · · v†akφ

†b1 · · ·φ†bl
)∗

(1.226)

这里为简单起见以不同的抽象指标来表示不同的元素,即我们有 va1 6= va2 .
有了上述的定义我们就能轻易的写出 T † 和 T 的分量之间的关系,我们以 |v〉 ≡ va 为例

子来看,有

〈v|的 i分量 = v†a的 i分量 = v†ai
a = (vai†a)

∗ = |v〉的 i分量的共轭 (1.227)

当然上述的例子之中只蕴含了 †所表明的共轭, 但是回忆 |v〉的矩阵表述之中 †还蕴含
了 T ,这里是不是省略了什么呢?
事实上并没有, 因为之前也提及过了的:“矩阵表示只是形式上的表示”其是一种十分精
致的 “巧合”, †所蕴涵的 T 只是为了 “凑”这种形式上的工整性!
我们再来看 Ωa

b的 †,有

Ω†
i
j = Ω†

a
biaj†b =

(
Ωa

bi
†
aj

b
)∗

=
(
Ωi

j

)∗ (1.228)

可以发现的是 Ω†的对应元素就是 Ω的对应元素取一个共轭,如若我们类比之前的 |v〉的
矩阵表示的 †还需要蕴涵一个 T , 我们就有了 Ω† 的矩阵表示是 Ω的矩阵表示的共轭转

置,这也是我们所熟知的结论!

回归正题,通过上述的所有讨论,可以知道的是任何一个 Tensor都可以有其 adjoint. 当然
Tensor之间存在加法、减法、张量积、缩并，而同时张量之间的这些运算所得到的结果都是一
个张量, 而结果的这个张量是可以存在 †的, 所以自然就要问对于一个 “张量之间运算的表达
式”,如果想要取其 †,那么需要怎么取,或者更自然一些的问题是: †运算需要有什么性质.

容易发现的是 †运算是一个线性运算,即有:

(T +W )† = T † +W † (1.229)

(kT )† = k∗T † (1.230)
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同时通过 †的定义容易发现还有

(T ⊗W )† = T † ⊗W † (1.231)

即 †保 ⊗
额外的我们可以发现 †是保缩并的,也就是说先缩并再 adjoint和先 adjoint再缩并是一样

的,为了证明这点我们先依赖线性性可以发现命题归结于证明

(iaj†a)
† = i†aj

††a (1.232)

即证

(iµj†µ)
† = i†µj

††µ (1.233)

而考虑到 (iµ)† = (iµ)∗ = (i†)µ,从而有

LHS = iµ∗j†µ
∗
= i†µj

††µ = RHS (1.234)

至此我们发现 †运算什么都 “保”! 再一次的,一切都是那么自然!
再回忆对偶空间 V ∗,由于其同构于 V ,我们可以理解 V ∗ 是 V 的一个备份,从而我们对于

V 中的一个表达式,自然的就会想得到其再 V ∗中的备份,考虑到自然的

LHS = RHS ⇐⇒ LHS† = RHS† (1.235)

所以我们只需要通过 V 的等式两端作用 †就可以不丢失任何信息地得到等式再 V ∗ 中的备份,
就比如在 V 中有

|V 〉 =
n∑

i=1

|i〉 〈i|V 〉 (1.236)

两端作用 †就有

〈V | =

{
n∑

i=1

|i〉 〈i|V 〉

}†

=
n∑

i=1

〈i| {〈i|V 〉}† =
n∑

i=1

〈i| {〈i|V 〉}∗ =
n∑

i=1

〈V |i〉 〈i| (1.237)

当然从张量的视角下我们可以直接写出

〈V | =

{
n∑

i=1

|i〉 〈i|V 〉

}†

=
n∑

i=1

〈i| |i〉 〈V | (1.238)

但是要注意我们所考虑的缩并是 |i〉与 〈V |之间的缩并,而不是 〈i|与 |i〉之间的缩并所以有:
n∑

i=1

〈i| |i〉 〈V | =
n∑

i=1

〈i| 〈V |i〉 =
n∑

i=1

〈V |i〉 〈i| (1.239)

至此在张量视角下的 †已经阐述完毕了!
物理人还是比较喜欢把张量写为矩阵, 之前也提到过把张量写为矩阵意义下的 † 还需要

额外考虑其内蕴了 T ,由于对于矩阵有 (AB)T = BTAT ,所以自然的,物理人的 †是需要考虑不
同元素的先后顺序的,我直接将结论表述如下:
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定理 1.2.3
To take the adjoint of an equation involving bras and kets and linear operators and coefficients,
reverse the order of all factors, dagger the linear operators, exchanging bras and kets and
complex conjugating all coefficients.

值得注意的是等式不同元素之间的顺序在张量视角下是无用的, 所以对于任何只包含了
(0,0)型张量即标量, (0,1)型张量, (1,0)型张量, (1,1)型张量的等式的 adjoint我们都不妨 “换一
个序”，毕竟这样的话就兼容矩阵表示了！当然这里还没有给出算符的矩阵表示,以及算符的
adjoint的矩阵表示是否真的满足 Ω† = Ω∗T ,这在之后会证的.

1.2.3 Linear Operators

事实上 Hilbert space上的 Linear Operators就是一个 (1,1)型张量,所以其部分性质已经蕴
涵在之前的讨论之中了. 这里只论述一些新东西:
对于一个 Linear Operator Ω,如果存在一个 Λ使得

ΛΩ = ΩΛ = I (1.240)

那么就称呼 Λ为 Ω的逆,记其为 Ω−1. 一个有趣的命题是

定理 1.2.4
如果我们考虑的 V 是一个有限维线性空间,那么

左逆⇐⇒右逆 (1.241)

即

ΛΩ = I ⇐⇒ ΩΛ = I (1.242)

这个定理在我们给出线性算符的矩阵表示之后就是显然的了, 所以我们来将线性算符的
矩阵表示,我们之前其实已经提到过了 Ω作为一个张量,固然有着分量的概念,而 Ω的矩阵表

示就是把这些分量排成一个矩阵,具体而言就是

Ω ⇐⇒


〈1|Ω |1〉 〈1|Ω |2〉 · · · 〈1|Ω |n〉
〈2|Ω |1〉 〈2|Ω |2〉 · · · 〈2|Ω |n〉

... ... . . . ...
〈n|Ω |1〉 〈n|Ω |2〉 · · · 〈n|Ω |n〉

 (1.243)

至于为什么要这样表示, 自然的原因就是这样表示兼容 |V 〉 的矩阵表示, 具体而言: 如果我已
经给出了

|V 〉 ⇐⇒


v1

v2
...
vn

 (1.244)
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那么我现在问 |V ′〉 ≡ Ω |V 〉在同样的基下的表示是什么? 我们考虑 |V ′〉的 components(分量)
v′i,有

v′i = 〈i|V ′〉 = 〈i|Ω |V 〉 = 〈i|Ωvj |j〉 = 〈i|Ω |j〉 vj = Ωijvj (1.245)

其中我将 〈i|Ω |j〉定义为 Ωij ,也就是矩阵的分量 (注意这里指的不是 (0,2)型张量的分量,强调
的就是一个矩阵),至于为什么是一个矩阵是因为此时有

v′1
v′2
...
v′n

 =


Ω11 Ω12 · · · Ω1n

Ω21 Ω22 · · · Ω2n

... ... . . . ...
Ωn1 Ωn2 · · · Ωnn



v1

v2
...
vn

 (1.246)

类似的有: 对于一个 〈V |,如有

〈V | ⇐⇒ [v∗1, v
∗
2, · · · , v∗n] (1.247)

由于 Ω作为一个 (1,1)型张量,自然可以视为 V ∗上的一个线性变换,从而我们可以将其作用到
〈V |上, 原本我们理应写为 Ω 〈V |但是出于习惯, 或者与矩阵表述的兼容, 我们喜欢写为 〈V |Ω
表示 Ω对于 〈V |的作用,我们现在来考察 〈V ′| = 〈V |Ω的矩阵表示,有

v
′∗
i = 〈V ′|i〉 = 〈V |Ω |i〉 = v∗j 〈j|Ω |i〉 = v∗jΩji (1.248)

从而可以知道 〈V ′|的矩阵表述满足

[v
′∗
1 , v

′∗
2 , · · · , v

′∗
n ] = [v∗1, v

∗
2, · · · , v∗n]


Ω11 Ω21 · · · Ωn1

Ω12 Ω22 · · · Ωn2

... ... . . . ...
Ω1n Ω2n · · · Ωnn

 (1.249)

考虑到其中矩阵 Ω在右,这也就是为什么习惯上把 Ω对于 〈V |的作用写为 〈V |Ω.
我们还需要考虑的是算符 Ω和算符 Λ的复合,对于我们之前给出的算符的矩阵表示是不

是相容的,考虑到

(ΩΛ)ij = 〈i|ΩΛ |j〉 = 〈i|ΩIΛ |j〉 = 〈i|Ω |k〉 〈k|Λ |i〉 = ΩikΛkj (1.250)

故,诚然相容.
我们再来验证一下 Ω†的分量,有:

Ω†
ij = 〈i|Ω† |j〉 = {|j〉Ω 〈i|}∗ = Ωji∗ (1.251)

故这也就验证了诚然有:
Ω† = Ω∗T (1.252)

1.2.4 Hermitian, Anti-Hermitian, and Unitary Operators
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定义 1.2.2: Hermitian Operators, Anti-Hermitian Operators

如果一个算符 Ω,满足 Ω = Ω†,那么我们就称 Ω是一个厄密算符;如果一个算符 Ω满足

Ω = −Ω†,那么我们就称其为反厄密算符.

定义 1.2.3: Unitary Operators

如果一个算符 U 满足 UU † = U †U = I 那么我们就称其为幺正算符.

1.2.5 Active and Passive Transformations

物理人很喜欢通过两者视角来看待 “变换”, 在量子力学中海森堡绘景和薛定谔绘景就是
一个体现, 在分析力学的正则变换中也会遇到对于变换的 Active 和 Passive 理解, 简单来说
Active和 Passive提供了看待同一个变换的两个视角. 以下就算符的变换为例来介绍这两种观
点.

如果我们对于矢量空间 V 中的所有元素都作一个酉变换,即我们考虑一个酉矩阵 (幺正矩
阵)作用到 V 中的所有元素上, |V 〉 7→ U |V 〉,那么 Ω在新的基下的矩阵元素为

〈i|Ω |j〉 = 〈Ui|Ω |Uj〉 = 〈i|U †ΩU |j〉 (1.253)

• 〈Ui|Ω |Uj〉的视角就是主动变换,这种情况下算符 Ω还是 Ω,但是基 |i〉变换为了 U |i〉;

• 〈i|U †ΩU |j〉的视角就是被动变换,这种情况下基没有变换,但是算符 Ω变换为了 U †ΩU .

1.2.6 Eigenvalues and Eigenvectors

本征值问题就是求方程

Ω |V 〉 = ω |V 〉 (1.254)

的非平凡解 (|V 〉 6= |0〉),而非平凡就要求了必须有

det(Ω− ωI) = 0 (1.255)

这称为特征方程. 同时我们定义 det(Ω− ωI)为算符 Ω的特征多项式.
接下来我们给出一些有趣的代数结果:
定理 1.2.5
厄米算符的本征值是实数.

证明. 由于
Ω |ω〉 = ω |ω〉 (1.256)

所以有

〈ω|Ω |ω〉 = ω〈ω|ω〉 (1.257)

又因为

〈ω|Ω† = 〈ω|Ω = ω∗ 〈ω| (1.258)
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从而有

〈ω|Ω |ω〉 = ω∗〈ω|ω〉 (1.259)

故有:
0 = (ω − ω∗)〈ω|ω〉 (1.260)

又因为 |ω〉非平凡,所以 ω = ω∗即 ω ∈ R.

定理 1.2.6
幺正算符的本征值都是模长为 1的复数.

证明. 由于
U |ω〉 = ω |ω〉 (1.261)

故有

〈ω|U † = ω∗ 〈ω| (1.262)

从而有:
〈ω|U †U |ω〉 = ωω∗〈ω|ω〉 (1.263)

从而可知

0 = (ωω∗ − 1)〈ω|ω〉 (1.264)

由于 |ω〉非平凡,故也
ωω∗ = 1 (1.265)

我们加下来想证明的是每一个 Hermitian, Anti Hermitian, Unitary矩阵都可对角化,但这只
是谱定理的一个推论而已,所以我们直接怎么谱定理好了:

通过内积可以简单的引出算符的伴随变换所得到的伴随算符的令一种定义, 容易发现其
与之前给出的定义是相容的 (我们下面的算符指的就是线性算符,也可以被理解为线性变换)

定义 1.2.4:伴随算符

对于复 (实)内积空间上的算符 Ω,如果存在一个算符 Λ使得成立

(Ω |V 〉 , |W 〉) = (|V 〉 ,Λ |W 〉), ∀ |V 〉 , |W 〉 ∈ V (1.266)

那么就称 Λ为 Ω的伴随算符,记作 Ω†.

容易发现伴随算符满足 Ω†† = Ω.
定义 1.2.5:正规算符

对于复 (实)内积空间上的算符 Ω,如果有

Ω†Ω = ΩΩ† (1.267)

那么就称其为正规算符.
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引理 1.2.1
设 Ω是复 (实)内积空间 V 上的正规算符,则对于任意向量 |V 〉 ∈ V ,有

|Ω |V 〉 | = |Ω† |V 〉 | (1.268)

证明.
|Ω |V 〉 |2 = 〈V |Ω†Ω |V 〉 = 〈V |ΩΩ† |V 〉 = |Ω† |V 〉 | (1.269)

引理 1.2.2
设 Ω是复 (实)内积空间 V 上的一个正规算符, c是任意一个复 (实),则 cI −Ω也是 V 上

的正规算符.

证明.
(cI − Ω)† = c∗I − Ω† (1.270)

所以有

(cI − Ω)(cI − Ω)† = cc∗ − c∗Ω− cΩ† + ΩΩ† (1.271)

而

(cI − Ω)†(cI − Ω) = cc∗ − c∗Ω− cΩ† + Ω†Ω (1.272)

引理 1.2.3
设 Ω是复 (实)内积空间 V 上的一个正规算符,则 λ1 是 Ω的一个特征值当且仅当 λ∗1 是

Ω† 的一个特征值, |V 〉是 Ω的属于 λ1 的特征向量,当且仅当 |V 〉是 Ω† 的属于特征值 λ∗1
的一个特征向量。

证明. 只需要考虑到
|(λ1I − Ω) |V 〉 | = |(λ∗1I − Ω†) |V 〉 | (1.273)

即可.
引理 1.2.4
设 Ω是复 (实)内积空间 V 上的一个线性算符,且 Ω有伴随算符 Ω†,如果W 是 Ω的不变

子空间,那么W⊥是 Ω†的不变子空间.

证明. 任意的 |V 〉 ∈ W⊥,要证明 Ω† |V 〉 ∈ W⊥,只需要证明对于任意的 |U〉 ∈ W 有

(Ω† |V 〉 , |U〉) = 〈V |Ω |U〉 = 0 (1.274)

而考虑到 Ω |U〉 ∈ W ,以及 |V 〉 ∈ W⊥,所以这是显然的.

定理 1.2.7: Spectral Theorem
设 Ω是有限维复内积空间 V 上的正规算符, 则 V 中存在一个标准正交基, 使得 Ω在这

个基下的矩阵式对角矩阵.
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证明. 对空间的维数 n作数学归纳法,显然的是, n = 1时命题成立. 下面不妨设命题对于
n− 1维复内积空间成立.

由于 C是一个代数闭域,从而 Ω的特征多项式一定有根,即 Ω一定存在一个特征值 λ,以
及一个对应的归一的特征向量 |λ〉,显见 |λ〉还是 Ω†的特征向量,从而 {a |λ〉 |a ∈ C}是 Ω和 Ω†

的不变子空间,故 {a |λ〉 |a ∈ C}⊥也是 Ω, Ω†的不变子空间.
我们简记 {a |λ〉 |a ∈ C}⊥ 为 λ⊥,由于 λ⊥ 是 Ω和 Ω⊥ 的不变子空间,从而我们可以考虑算

符 Ω|λ⊥和 Ω†|λ⊥,容易发现 Ω†|λ⊥ = (Ω|λ⊥)†,从而有

ΩΩ† = Ω†Ω

=⇒(ΩΩ†)|λ⊥ = (Ω†Ω)|λ⊥

=⇒(Ω|λ⊥)(Ω†|λ⊥) = (Ω†|λ⊥)(Ω|λ⊥)
=⇒(Ω|λ⊥)(Ω|λ⊥)† = (Ω|λ⊥)†Ω|λ⊥

=⇒Ω|λ⊥是 λ⊥上的正规算符

(1.275)

依据归纳假设可以知道存在 λ⊥ 的一个标准正交基 {|i〉}1≤in−1 使得 Ω|λ⊥ 对角化,从而可以知
道 {|λ〉 , |1〉 , |2〉 , · · · , |n− 1〉}使得 Ω对角化.
有了上述定理,可以简单的发现 Hermitian Operators, Anti Hermitian Operators, Unitary Op-

erators都是可以对角化的.
对于一个 Hermitian矩阵 Ω,运用 active的观点可以说:存在一个基使得 Ω是对角矩阵;运

用 passive 的观点可以说:Ω 在任意一组标准正交基下的表示可以是非对角的, 但是存在一个
Unitary矩阵 U 使得 U †ΩU 是对角的.
具体而言为了对角化 Ω我们先随便找个标准正交基把算符 Ω表示为矩阵,然后解本征方

程,得到本征值 {λi}和对应的正交归一的本征向量 {|λi〉},这里我们所解到的本征向量实际上
已经就是本征向量在原先给定的标准正交基下的表示,是一个个列向量,把它们从左向右排成
一个矩阵 (从左向右的顺序是 |λ1〉, |λ2〉, · · · , |λn〉),组成的矩阵我们就是 U ,容易发现其是一个
Unitary矩阵,此时我们有:

U †ΩU = diag{λ1, λ2, · · · , λn} (1.276)

接下来我们来研究同时对角化:
定理 1.2.8
如果 Ω1, Ω2是正规算符,且它们可交换,即 [Ω1,Ω2] = 0,那么它们可以同时对角化.

证明. 我们这样考虑: 由于 Ω1 可对角化,从而任取其一个本征值 λ,以及对应的本征向量
|λ〉,有

Ω1 |λ〉 = λ |λ〉 (1.277)

从而有

Ω1Ω2 |λ〉 = Ω2Ω1 |λ〉 = Ω2λ |λ〉 = λΩ2 |λ〉 (1.278)

从而若记 Vλ 为 Ω1 的特征值 λ的特征子空间, 可以发现的是 Vλ 也是 Ω2 的不变子空间 (因为
Ω2 |λ〉也是 Ω1的属于特征值 λ的特征向量).

从而我们不妨假定 Ω1 在基 {|λi〉}1≤i≤n 下对角化. 那么在基 {|λi〉}1≤i≤n 下 Ω2 是分块对角

矩阵,第 i个块对应的是 Ω2 在 Ω1 的特征子空间 Vλi
中的一个表示,容易发现 Ω2|Vλi

是 Vλi
上
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的一个正规算符,其固然可以对角化,从而不妨在 Vλi
中取基 {|λ, γ〉}1≤γ≤dimVλi

使得 Ω2对角化.
那么容易发现在基

⋃
λ{|λ, γ〉}1≤γ≤dimVλi

下 Ω1 和 Ω2 同时对角化. 不失一般性的我们所筛选出
来的基自然可以是标准正交基.
事实上,上述命题通过数学归纳法可以轻易推广为

定理 1.2.9
如果 {Ωi}1≤i≤n是正规算符,且它们两两可交换,那么它们可以同时对角化.

在量子力学中比较令人头疼的事情是退化, 或者说简并, 对于一个算符而言, 这指的就是
其存在维数不为 1 的特征子空间, 出现退化的算符的本征向量不是在相差一个常数缩放因子
的意义下唯一的, 也就是说存在无穷多个相互线性无关的本征向量组, 出于一些测量的目的,
我们不希望这样的情况出现,解决方法就是再找一个算符 Λ,且这个算符和原先那个算符 Ω可

交换,我们现在找的标准正交基是需要同时对角化 Ω和 Λ,我们试图通过这样的限制来使得所
找到的标准正交基唯一 (在相差一个常数缩放因子的意义下), 然而光是两个算符 Ω,Λ也并不

一定能做到这一点,但是我们直接假定:
•完备性假设:存在一族两两可交换的厄米算符 {Ω,Λ,Γ, · · · }使得同时对角化它们的标准

正交基是唯一的

容易发现在这样的假定下我们对于每一个标准正交基可以赋予这样的 “编号”: |ω, λ, γ, · · ·〉,
其中 ω, λ, γ, · · · 是对应算符的本征值,对于标准正交基中任意两个不同的矢量,它们的编号一
定不同.

额外的,我们直接认为上述的完备性假设对于无穷维 Hilbert空间也成立.
Herimite算符的对角化在量子力学中是十分有用的,举个例子: 在解薛定谔方程

iℏ |Ψ̇〉 = H |Ψ〉 (1.279)

的时候,我们遵从以下三个步骤:

• 解 H 算符的本征值方程 (即将其对角化);

• 找到传播子 U(t);

• 写出解 |Ψ(t)〉 = U(t) |Ψ(0)〉.

1.2.7 算符函数,算符导数

事实上初等函数 sinx, cosx, ex, lnx, · · · , 都是可以作用于算符的, 我们只需要考虑 Taylor
展开即可,我们考虑一个一般的泰勒级数,并且以此定义一个算符的函数

f(Ω) =
∞∑
n=1

anΩ
n (1.280)

当然上式是 well-defiened的要求了右侧的级数是收敛的, 或者说是收敛到一个具体的算符上.
但此时的 “收敛”的概念就显得扑朔迷离了,毕竟收敛需要范数,而算符的范数是什么我们现在
还不知道. 但是我们可以绕过这点,我们这样考虑: 既然算符可以表示为矩阵,所以只要逐矩阵
元收敛,那么算符我们就认为收敛.
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举个简单的例子,我们来考虑:

eΩ ≡
∞∑
n=0

1

n!
Ωn (1.281)

此处额外的我们要求Ω是一个正规算符,从而在一个标准正交基下可以将Ω表示为 diag{λ1, · · ·λm}
形式的对角矩阵. 从而有

∞∑
n=0

1

n!
Ωn =

∞∑
n=0

1

n!


λ1

λ2
. . .

λm


n

=
∞∑
n=0

1

n!


λn1

λn2
. . .

λnm



=


∑∞

n=0
1
n!
λn1 ∑∞

n=0
1
n!
λn2

. . . ∑∞
n=0

1
n!
λnm



=


eλ1

eλ2

. . .
eλm



(1.282)

故按照之前的理解方式,可以知道 eΩ 在之前的同一个标准正交基下是 diag{eλ1 , eλ2 , · · · , eλm},
既然 eΩ的表示已经得到了,那么 eΩ是什么也就研究透了.

如果算符 Ω依赖于一个参数 λ,不妨记作 Ω(λ),我们定义其导数为

dΩ(λ)

dλ
:= lim

∆λ→0

Ω(λ+∆λ)− Ω(λ)

∆λ
(1.283)

通过定义容易发现,如果我们将 Ω(λ)表示为一个矩阵的话,那么 dΩ(λ)/dλ在同样的一组标准

正交基下的矩阵元素就是 Ω(λ)的对应的矩阵元素的导数. 即如果有

Ω(λ) =


Ω11(λ) Ω12(λ) · · · Ω1n(λ)

Ω21(λ) Ω22(λ) · · · Ω2n(λ)
... ... . . . ...

Ωn1(λ) Ωn2(λ) · · · Ωnn(λ)

 (1.284)

那么就有

dΩ(λ)

dλ
=


dΩ11(λ)

dλ
dΩ12(λ)

dλ
· · · dΩ1n(λ)

dλ
dΩ21(λ)

dλ
dΩ22(λ)

dλ
· · · dΩ2n(λ)

dλ
... ... . . . ...

dΩn1(λ)
dλ

dΩn2(λ)
dλ

· · · dΩnn(λ)
dλ

 (1.285)
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现在来看个例子,我们考虑算符 θ(λ) = eλΩ,其中 Ω是一个给定的厄密算符. 我们不妨选
取一个标准正交基使得 Ω对角化为 diag{λ1, λ2, · · · , λm},那么可以发现有

eλΩ =


eλλ1

eλλ2

. . .
eλλm

 (1.286)

从而有

deλΩ

dλ
=


λ1e

λλ1

λ2e
λλ2

. . .
λme

λλm

 =


λ1

λ2
. . .

λm



eλλ1

eλλ2

. . .
eλλm

 = ΩeλΩ

(1.287)
类似的,容易发现还有 deλΩ/dλ = eλΩΩ,从而总结就是有:

deλΩ

dλ
= ΩeλΩ = eλΩΩ (1.288)

上述结论可以推广,事实上如果我们默认了 “逐项求导”的话,对于任意算符 Ω,都有

d

dλ
eλΩ =

d

dλ

(
∞∑
n=0

1

n!
λnΩn

)
=

∞∑
n=0

d

dλ

1

n!
λnΩn =

∞∑
n=0

1

(n− 1)!
λn−1Ωn =

∞∑
n=0

1

n!
λnΩn+1 (1.289)

从而分别左提出一个 Ω,或者右提出一个 Ω就可以得到:

deλΩ

dλ
= ΩeλΩ = eλΩΩ (1.290)

从而对于方程
dθ(λ)

dλ
= θ(λ)Ω (1.291)

我们能直接得到它的解为

θ(λ) = ΛeλΩ (1.292)

其中 Λ是一个给定的算符或者是一个常数 (常数其实也能被视为一个算符).
一个值得注意的点是:

eαΩeβΩ = e(α+β)Ω (1.293)

但是

eΩeΛ
?
= eΩ+Λ (1.294)

事实上上式不一定成立,但是如果 [Ω,Λ] = 0,那么上式的确成立,这是容易验证的.
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1.2.8 Generalization to Infinite Dimensions

我们之前所做的讨论基本上都是局限在有限维线性空间上的, 如果我们需要推广到无线
维线性空间, 许多事物的构造会变得有些困难, 这体现在 “无限” 这个东西本身就比较难以研
究.

我们现在不妨考虑定义域为 R的函数所构成的无线维线性空间,其中的元素 f ,我们对应
到 |f〉. 直接给出这个线性空间上的内积为

〈f |g〉 =
∫
f ∗(x)g(x)dx (1.295)

同时直接给出这个无限维线性空间的一组标准正交基 {|x〉},其需要满足:

• 〈x|f〉 = f(x);

•
∫
|x′〉 〈x′| dx′ = I .

根据已有条件,我们能进一步研究 {|x〉},做如下考虑:

〈x|f〉 = 〈x| I |f〉 = 〈x|
{∫

|x′〉 〈x′| dx′
}
|f〉 =

∫
〈x|x′〉〈x′|f〉dx′ =

∫
〈x|x′〉f(x′)dx′ (1.296)

从而我们能断言

〈x|x′〉 = δ(x− x′) (1.297)

这就是无限维线性空间标准正交基所需要满足的正交归一条件. 对比有限维线性空间中的正
交归一: 〈i|j〉 = δij 可以发现它们之间诚然有着区别.

命题 1.2.1
δ(x− x′) = δ(x′ − x)

证明. 首先 δ函数我们认为是一个实值函数,从而有

δ(x− x′) = 〈x|x′〉 = 〈x′|x〉∗ = δ(x′ − x)∗ = δ(x′ − x) (1.298)

我们接下来来考虑 δ函数的导数 δ′,有

δ′(x− x′) =
d

d(x− x′)
δ(x− x′) =

d

dx
δ(x− x′) = − d

dx′
δ(x− x′) (1.299)

从而有∫
δ′(x− x′)f(x′)dx′ =

∫
d

dx
δ(x− x′)f(x′)dx′ =

d

dx

∫
δ(x− x′)f(x′)dx′ =

d

dx
f(x) = f ′(x)

(1.300)
从而观察上式,可以发现我们可以 “在结果意义上的”把 δ′(x− x′)写为:

δ′(x− x′) = δ(x− x′)
d

dx′
(1.301)
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更为一般的我们有:

δ(n)(x− x′) ≡ dn

d(x− x′)n
δ(x− x′) =

dn

dxn
δ(x− x′) = δ(x− x′)

dn

dx′n
(1.302)

通过傅里叶变换

f(k) =
1√
2π

∫
e−ikxf(x)dx (1.303)

和傅里叶逆变换

f(x) =
1√
2π

∫
eikxf(k)dk (1.304)

可以得到

f(x) =

∫ {
1

2π

∫
dkeik(x−x′)

}
f(x′)dx′ (1.305)

所以可以有
1

2π

∫
dkeik(x−x′) = δ(x− x′) (1.306)

注意我们没写积分上下限的就是默认在全定义域积分,所以这里就是在 R上积分.
一些额外的讨论,通过完备性等式∫

|x〉 〈x| dx′ = I (1.307)

可以发现可以将 |f〉展开为

|f〉 =
∫
dxf(x) |x〉 (1.308)

1.2.9 Operators in Infinite Dimensions

我们来研究求导算符:
D |f〉 = |df/dx〉 (1.309)

两端作用一个 〈x|可以得到:

〈x|D |f〉 = df(x)

dx
(1.310)

在其中插入一个完备性等式有: ∫
〈x|D |x′〉 〈x′|f〉dx′ = df(x)

dx
(1.311)

也即 ∫
〈x|D |x′〉 f(x′)dx′ = df(x)

dx
(1.312)

观察发现有

〈x|D |x′〉 = δ′(x− x′) (1.313)

注意到

Dxx′ = δ′(x− x′) = −δ′(x′ − x) = −Dx′x (1.314)
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所以算符 D一定不是厄米的. 但是我们能定义 K := −ikD使得成立

Kxx′ = K∗
x′x (1.315)

然而对于无限维线性空间一个十分重要的性质是: 如果算符 Ω满足 Ωxx′ = Ω∗
x′x,那么Ω不

一定是厄米算符! 首先严格来说

Ω是厄米算符⇐⇒Ω† = Ω

⇐⇒〈g|Ω |f〉 = {〈f |Ω |g〉}∗

⇐⇒
∫ ∫

〈g|x〉 〈x|Ω |x′〉 〈x′|f〉dxdx′ =
(∫ ∫

〈f |x〉 〈x|Ω |x′〉 〈x′|g〉dxdx′
)∗

(1.316)
在最后一个式子我们代入 K 来看有,注意这里上下限不妨设置为 a, b,即我们考虑的函数是定
义在区间 [a, b]上的,有:

LHS =

∫ b

a

g∗(x)

[
−idf(x)

dx

]
dx; RHS =

(∫ b

a

f ∗(x)

[
−idg(x)

dx

]
dx

)∗

(1.317)

分布积分得到

LHS = −ig∗(x)f(x)|ba + i

∫ b

a

dg∗(x)

dx
f(x)dx (1.318)

所以可以总结出: K 是厄米算符,当且仅当成立

g∗(x)f(x)|ba = 0 (1.319)

所以算符 K 是否是厄米的还依赖于算符的作用域的性质,即所考虑的 Hilbert空间的性质,容
易发现以下两种情况是自然使得 K 是厄米的:

• 满足周期性条件,例如我们所考虑的 a, b是 0, 2π,其物理内涵是一个方位角 φ.

• 满足齐次的 Dirichlet条件,即对于任意 f 有 f(a) = f(b) = 0.

值得注意的是在量子力学中,我们往往有 a = −∞, b = ∞. 且量子力学中所设计的函数往
往都满足以下两条之一:

• 在 x→ ∞的时候 f(x) → 0.

• 函数类似于 eikx.

对于由这两类函数构成的 Hilbert空间,容易发现我们只需要说明

eikxe−ik′x
∣∣∣∞
−∞

= 0, k 6= k′ (1.320)

那么就能说明其上的 K 是一个 Hermitian算符. 然而值得注意的是上式的确成立,只不过是在
类似于 Cesàro意义下成立,即我们考虑有

lim
x→∞

eikxe−ik′x ≡ lim
L→∞,∆→∞

1

∆

∫ L+∆

L

eikxe−ik′xdx = 0 (1.321)
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实际上这里对于 “极限”的延拓所反映出的是用于描述物理的数学语言的不完备.
综上我们可以知道量子力学所考虑的 Hilbert空间之中,算符 K 是厄米的.
我们现在来解决厄密算符 K 的本征值问题,即求解方程

K |k〉 = k |k〉 (1.322)

在上述式子都左作用一个 〈x|,可以得到

〈x|K |k〉 = k〈x|k〉 (1.323)

插入一个完备性方程,得到 ∫
〈x|K |x′〉 〈x′|k〉dx′ = k〈x|k〉 (1.324)

若我们记 〈x|k〉 = Ψk(x),那么有:∫
−iδ′(x− x′)Ψk(x

′)dx′ = kΨk(x) (1.325)

即

−i d
dx

Ψk(x) = kΨk(x) (1.326)

从而容易解得:
Ψk(x) = Ake

ikx (1.327)

由于我们总是默认所有本征函数构成一个正交完备基, 我们现在考虑将上述所得到的本征函
数 Aeikx归一,从而得到一组正交归一完备基. 具体而言我们要求

〈k′|k〉 = δ(k − k′) (1.328)

即有

A∗
k′Ak

∫
ei(k−k′)x′

dx′ = δ(k − k′) (1.329)

考虑到我们已知

δ(k − k′) =
1

2π

∫
ei(k−k′)x′

dx′ (1.330)

所以我们不妨令

Ak′ = Ak =
1√
2π

(1.331)

即我们找到的正交归一完备的本征函数系为{
1√
2π
eikx
}

(1.332)

然而至此有一个十分有意义的事情值得讨论: k的取值范围是什么?
从纯粹数学的角度来看,由于我们所考虑的线性空间是在数域 C上的,所以对应的本征方

程的本征值自然就限制在 C上,从证明的过程也可以看出对于任意的 k ∈ C,其都是K 的本征

值.
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然而物理人却不这样认为,因为物理人所处理的数学都是建立在物理图景上的,如果我们
考虑的 k是一个复数,那么 eikx的模在全空间将会是无界的! 而物理图景告诉我们这样就 blow
up了! 这样是不可行的! 所以物理人认为本征值的取值范围应该是 R,容易发现 R中的每一个
实数都是 K 的本征值.
从此例可以看出我们所考虑的 Hilbert空间并不是数学意义上真正的 Hilbert空间,这体现

在

• 本征函数 eikx/
√
2π根本不可以归一 (只可以归为 δ函数).

• 我们所求出来的本征值只筛选了其中有物理意义的那一部分.

所以物理人自居自己所处在的 Hilbert空间为 Physical Hilbert Space.
我们之前提到过 |f〉在 X basis ({|x〉})下的 components是 f(x) = 〈x|f〉. 现在我们来研究

|f〉在 K basis ({|k〉})下的 components是什么:
直接计算有:

f(k) = 〈k|f〉 =
∫ ∞

−∞
〈k|x〉〈x|f〉dx =

∫ ∞

−∞

1√
2π
e−ikxf(x)dx (1.333)

这就是 Fourier正变换. 为了导出 Fourier逆变换,类似的有:

f(x) = 〈x|f〉 =
∫ ∞

−∞
〈x|k〉〈k|f〉dk =

∫ ∞

−∞

1√
2π
eikxf(k)dk (1.334)

我们再来研究 K 在 K basis下的表示,具体而言有

〈k′|K |k〉 = 〈k′| k |k〉 = kδ(k − k′) (1.335)

我们之前一直在使用的 |x〉我们自始至终都没有说过它的由来. 现在我直接给出: |x〉是算
符 X 对应于本征值 x的本质函数,即成立

X |x〉 = x |x〉 (1.336)

算符 X 在 X Basis下的表示为:

〈x′|X |x〉 = 〈x′| x |x〉 = xδ(x− x′) (1.337)

现在我们来研究算符 X 对于 |f〉的作用是什么. 即我们想研究

X |f〉 = |g〉 (1.338)

中的 g是什么. 我们上式左作用一个 〈x|,然后插入一个完备性方程可以得到:∫
〈x|X |x′〉 〈x′|f〉dx′ = 〈x|g〉 (1.339)

从而有: ∫
xδ(x− x′)f(x′)dx′ = g(x) (1.340)
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1.2 一些量子力学中常用的数学概念及语言

故

g(x) = xf(x) (1.341)

从而可以发现的是算符 X 的作用效果在 X Basis下就是简简单单乘一个 x上去.
我们现在来将算符 X 表示在 K Basis中,具体而言有

〈k′|X |k〉 =
∫
dx

∫
dx′〈k′|x′〉 〈x′|X |x〉 〈x|k〉

=
1

2π

∫
dx

∫
dx′e−ik′x′

xδ(x− x′)eikx

=
1

2π

∫
e−ik′xxeikxdx

=− i
d

dk

{
1

2π

∫
ei(k−k′)xdx

}
=− i

d

dk
δ(k − k′)

=− iδ′(k − k′)

(1.342)

从而立马知道 〈k|X |k′〉 = iδ′(k − k′)

如果 |g〉在 K Basis下的表示是 g(k),那么可以发现

〈k|X |g〉 =
∫

〈k|X |k′〉 〈k′|g〉dk′ =
∫

−iδ′(k′ − k)g(k′)dk′ =

∫
iδ′(k − k′)g(k′)dk′ = i

dg(k)

dk
(1.343)

从而可知

X |g(k)〉 =
∣∣∣∣idg(k)dk

〉
(1.344)

至此我们能总结一下为下述定理:
定理 1.2.10
在 X Basis中

X ⇐⇒ x, K ⇐⇒ −i d
dx

(1.345)

在 K Basis中
X ⇐⇒ i

d

dk
, K ⇐⇒ k (1.346)

我们现在来研究算符 [X,K],不妨在 X Basis中进行研究,有

XK |f〉 =
∣∣∣∣−ix dfdx

〉
(1.347)

KX |f〉 =
∣∣∣∣−id(xf)dx

〉
(1.348)

所以有

[X,K] |f〉 =
∣∣∣∣−ix dfdx

〉
−
∣∣∣∣−id(xf)dx

〉
=

∣∣∣∣−ix dfdx + i
d(xf)

dx

〉
= i |f〉 (1.349)

从而可知

[X,K] = iI (1.350)
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Chapter 2

Classical Mechanics

此部分参考了 Shankar的第二章和 Arnold的部分 (部分数学上的定义)还有 Goldstein(矩阵形
式的 Classical Mechanics).

§ 2.1
拉格朗日体系

2.1.1 变分原理

泛函指的是以函数构成的向量空间为定义域, R为值域的一类特殊的函数,其往往被称为
函数的函数.

定义 2.1.1

一个泛函 Φ如果有 Φ(γ+h)−Φ(γ) = F +R,其中 F 线性依赖于 ha,而 R(h, γ) = O(h2),
即当

|h| < ε,

∣∣∣∣dhdt
∣∣∣∣ < ε (2.1)

时,有
|R| < Cε2 (2.2)

我们称 Φ是可微的,增量的线性部分 F (h)称为其微分.

a即对固定的 γ, F (h1 + h2) = F (h1) + F (h2),且 F (ch) = cF (h)

可以证明,若 Φ是可微的,则其微分是唯一的. 泛函的微分又称为其变分, h则称为曲线的
变分.

定理 2.1.1
泛函 Φ(γ) =

∫ t1
t0
L(x, ẋ, t)dt是可微的,其微分是

F (h) =

∫ t1

t0

[
∂L

∂x
− d

dt
∂L

∂ẋ

]
hdt+

(
∂L

∂ẋ
h

)∣∣∣∣t1
t0

(2.3)
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2.1 拉格朗日体系

证明.

Φ(γ + h)− Φ(γ) =

∫ t1

t0

[L(x+ h, ẋ+ ḣ, t)− L(x, ẋ, t)]dt

=

∫ t1

t0

[
∂L

∂x
h+

∂L

∂ẋ
ḣ

]
dt+O

(
h2
)
= F (h) + R,

(2.4)

这里

F (h) =

∫ t1

t0

(
∂L

∂x
h+

∂L

∂ẋ
ḣ

)
dt, R = O

(
h2
)

(2.5)

分布积分得到 ∫ t1

t0

∂L

∂ẋ
ḣdt = −

∫ t1

t0

h
d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
dt+ h

∂L

∂ẋ

∣∣∣∣t1
t0

(2.6)

回代入 F (h)即得到了

F (h) =

∫ t1

t0

[
∂L

∂x
− d

dt
∂L

∂ẋ

]
hdt+

(
∂L

∂ẋ
h

)∣∣∣∣t1
t0

(2.7)

2.1.2 驻定曲线

定义 2.1.2

可微泛函 Φ(γ)的驻定曲线 γ 即使得对一切 h均有 F (h, γ) = 0的曲线.

为了方便叙述,此处给出一个引理,其证明只需要考虑连续函数的性质故不多赘述.
引理 2.1.1
若连续函数 f(t), t0 ⩽ t ⩽ t1 对一切适合 h (t0) = h (t1) = 0 的连续函数 h(t) 均有∫ t1
t0
f(t)h(t)dt = 0,则 f(t) ≡ 0.

定理 2.1.2
曲线 γ : x = x(t)是泛函 Φ(γ) =

∫ t1
t0
L(x, ẋ, t)dt在过 x (t0) = x0 与 x (t1) = x1 两点的曲

线之空间的驻定曲线,当且仅当沿曲线 x(t)满足 d
dt

(
∂L
∂ẋ

)
− ∂L

∂x
= 0.

证明. 由于

F (h) =

∫ t1

t0

[
d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
− ∂L

∂x

]
hdt+

(
∂L

∂ẋ
h

)∣∣∣∣t1
t0

. (2.8)

又因为 h (t0) = h (t1) = 0,所以后面一项为零. 若 γ 是一驻定曲线,则对适合 h (t0) = h (t1) = 0

的一切连续可微的 h, F (h) = 0. 因此对一切如上的 h(t),∫ t1

t0

f(t)h(t)dt = 0 (2.9)

此处

f(t) =
d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
− ∂L

∂x
(2.10)

故依引理可知 f(t) ≡ 0. 反之,若 f(t) ≡ 0. 显然有 F (h) ≡ 0.
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2.1 拉格朗日体系

2.1.3 欧拉-拉格朗日方程

定义 2.1.3

方程
d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
− ∂L

∂x
= 0 (2.11)

称为泛函 Φ =
∫ t1
t0
L(x, ẋ, t)dt的欧拉-拉格朗日方程.

由于我们所考虑的问题肯定不仅仅是一维的问题 (算上时间的话是两维度), 所以需要对
之前所得到的结论维数进行推广:
今设 x是 n维坐标空间 Rn 的一矢量, γ = {(t,x);x = x(t), t0 ⩽ t ⩽ t1}是 n + 1维空间

R× Rn中的一条曲线, L : R× Rn × Rn → R是一个 2n+ 1个变量的函数. 我们将和前面一样
证明

定理 2.1.3
曲线 γ 是泛函 Φ(γ) =

∫ t1
t0
L(x, ẋ, t)dt在连结点 (t0,x0)与 (t1,x1)的曲线之空间中的驻

定曲线当且仅当 γ 能满足欧拉-拉格朗日方程.

2.1.4 哈密顿作用量原理

我们从最简单的牛顿动力学方程

d

dt
(miṙi) +

∂U

∂ri
= 0 (2.12)

入手,将其与欧拉拉格朗日方程
d

dt

∂L

∂ẋ
− ∂L

∂x
= 0 (2.13)

相比较.可以发现是十分类似的,从而不妨引入

定理 2.1.4:哈密顿作用量原理
力学系统

d

dt
(miṙi) +

∂U

∂ri
= 0 (2.14)

的运动即为以下泛函的驻定曲线

Φ(γ) =

∫ t1

t0

Ldt (2.15)

其中 L = T − U 是动能与位能的差,称之为拉格朗日量.

证明. 因 U = U(r), T = Σmiṙ
2
i /2,有

∂L

∂ṙi
=
∂T

∂ṙi
= miṙi,

∂L

∂ri
= −∂U

∂ri
(2.16)
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2.2 哈密顿体系

当然既然其能被称之为原理,那么就是因为其可以被广泛的应用,事实上这里的 U 不必要

仅仅是 r 的函数, 其为 ṙ 的函数也是同样成立的, 只不过此时所考虑的就是广义势了, 不管怎
么样此处的这个简单的例子只是一个引入, 用于引出哈密顿作用量原理来方便我们之后的讨
论,哈密顿作用量原理的应用范围远不止此处的这个例子。

一般而言拉格朗日函数 L依赖于 q以及 q̇和 t,其中 q意指一系列变量 q1, q2, · · · , qn 称它
们为广义坐标,而 q̇即为 q̇1, q̇2, · · · , q̇n为广义坐标对于时间的导数.

§ 2.2
哈密顿体系

哈密顿体系的不少东西都是从拉格朗日体系中所定义出来的, 就比如我们需要定义广义
动量:

pi :=
∂L

∂q̇i
(2.17)

哈密顿体系说简单点就是把作用量

S =

∫ fina

init

Ldt (2.18)

中 L对于 q, q̇, t的依赖变换为, q, p, t的依赖. 可以证明的是只要我做了这样子替换,那么变分
极值就可以推导出正则方程 (参见 Goldstein).

2.2.1 Legendre变换

此部分在 Arnold上有较为数学的阐述,我在此使用的是 Shankar的表述:
如果存在一个函数 f(x),同时记其导数为

u(x) =
df

dx
(2.19)

我们令 x(u)为 u(x)的反函数,那么现在定义如下的函数:

g(u) = x(u)u− f(x(u)) (2.20)

那么有:
dg

du
=
dx

du
u+ x− u

dx

du
= x (2.21)

从而考虑到一阶微分的形式不变性,就有了:

dg = x(u)du (2.22)

从而我们可以直接认为 g 实际上就是一个 u 的函数. 这样的从 f(x) 到 g(u) 的变换就称为

Legendre变换.

2.2.2 哈密顿量

首先需要声明的是: 我们所考虑的体系往往都是不含时间的,因为如果含时间的话理论的
构建会麻烦许多！！！！！可以参看 Goldstein中的含时正则变换的部分,很麻烦,而且有些地方的
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2.2 哈密顿体系

证明挺直觉主义的. 但不管怎么样在量子力学中我们常常研究的也正是不含时的体系,这很好,
所以我们定义如下的哈密顿量:

H (q, p) = piq̇i − L (q, q̇) (2.23)

通过简单的计算发现:
∂H

∂pi
=
∂

∂pi
(pj q̇j − L (q, q̇))

=q̇i + pj
∂q̇j
∂pi

− ∂L

∂q̇j

∂q̇j
∂pi

=q̇i

(2.24)

类似的有:
∂H

∂qi
= pj

∂q̇j
∂qi

− ∂L

∂qi
− ∂L

∂q̇j

∂q̇j
∂qi

= −∂L
∂qi

= −ṗi (2.25)

从而综上我们就得到了哈密顿正则方程:

q̇i =
∂H

∂pi

ṗi =− ∂H

∂qi

(2.26)

但是我更喜欢把上述方程表示为矩阵形式,首先我们定义

J =

[
0 I

−I 0

]
, η =



q1

q2
...
qn

p1

p2
...
pn


(2.27)

那么哈密顿正则方程可以写为:
∂η

∂t
= J

∂H

∂η
(2.28)

当然这里还需要明确下符号体系:

• 对于 η,我们认为其是一个列向量;

• 对于 ∂H

∂η
,我们认为其是一个列向量,行指标对应的就是 η的行指标;

• 对于 ∂η′

∂η
,我们认为其是一个矩阵,行指标对应 η′的行指标,列指标对应 η的行指标.

这样的符号语言虽然直接看上去会比较奇怪毕竟
∂ω

∂η
的时候 η 表示行指标,但是在

∂η′

∂η
之中

η 却表示的是列指标. 但这没关系,在后续的理论构建过程中我们会逐步发现这样的符号语言
的好处. 我们举个 (比较偏数学)例子,即我们来表述一下隐函数定理:
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2.2 哈密顿体系

定理 2.2.1:隐函数定理
设 Ω ⊆ Rn 以及 D ⊆ Rm 为区域 (联通的非空开集), F : Ω ×D → Rm 是连续可微函数,

满足 F (η0, ξ0) = 0,且 det
∂F

∂ξ
(η0, ξ0) 6= 0,其中 η0 ∈ Ω, ξ0 ∈ D. 则存在 δ > 0以及 ζ > 0,

使得对于任何 η ∈ Bδ(η0),存在唯一的 ξ = ξ(η) ∈ Bη(ξ0)使得 F (η, ξ(η)) = 0. 进一步,
ξ(η)在 Bδ(η0)内连续可微,且

∂ξ

∂η
= −∂F

∂ξ

−1∂F

∂η
, ∀η ∈ Bδ(η0) (2.29)

2.2.3 循环坐标

其实严格来说循环坐标这个东西没有什么非常多的东西需要说明, 其只是一个直接的计
算结论而已. 而且循环坐标只是 Noether原理的一个体现而已,我们来证明一下 Noether原理,
等待补充 (参考 Arnold,这部分我之前写过,但是有段时间没使用就有些遗忘,之后再补全下)

2.2.4 泊松括号

我们现在来考虑一个力学量: ω(p, q)注意其 explicit independent of t,从而有:

dω

dt
=
∂ω

∂pi

dpi
dt

+
∂ω

∂qi

dqi
dt

=
∂ω

∂pi
=
∂ω

∂qi

∂H

∂pi
− ∂ω

∂pi

∂H

∂qi
= {ω,H } (2.30)

通过矩阵语言泊松括号可以简单写为:

• 对于两个标量的 Poisson Brackets:

{ω, λ} =
∂ω

∂η

T

J
∂λ

∂η
(2.31)

• 对于两个矢量的 Poisson Brackets:

{A,B} =
∂A

∂η
J
∂B

∂η

T

(2.32)

注意对于 {A,B}我们认为A对应的是行指标,B对应的是列指标.

• 左边是矢量,右边是标量:
{A, λ} =

∂A

∂η
J
∂λ

∂η
(2.33)

• 左边是标量,右边是矢量:

{ω,B} =
∂ω

∂η

T

J
∂B

∂η

T

(2.34)

从而运用 Poisson括号容易发现哈密顿正则方程还能写为:

η̇ = {η,H } (2.35)
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2.2 哈密顿体系

2.2.5 Canonical Transformation

众所周知 Canonical Transformation有两种引入的方式,第一种就是生成函数,第二种就是
辛条件的观点,两者是等价的 (Goldstein),由于辛条件的引入比较好看,所以我们就考虑用辛条
件来引入.

我们考虑广义坐标的变换:
q′ = q′(q) (2.36)

容易发现对应的广义速度的变换为
∂q′

∂t
=
∂q′

∂q

∂q

∂t
(2.37)

广义动量的变换为:(注意此时我们是以Passive的观点来看待变换的,从而在数值上有L (q, p) =

L (q′, p′),这里的等式左侧右侧的 L 实际上对于 (q, p)和 (q′, p′)是不同的函数依赖关系的,但
是为简洁起见,我们仍记为同一个函数)

p′ =
∂q

∂q′

T

p (2.38)

上式不是显然的,我们分一下三步骤说明:

▷ 首先我们对于 q′ = q′(q)写出其逆映射 q = q(q′),从而有:

∂q

∂t
=

∂q

∂q′
∂q′

∂t
(2.39)

即

q̇ =
∂q

∂q′ q̇
′ (2.40)

▷ 两端同时作用一个
∂

∂q′ ,注意在作用的时候我们认为等式的左右侧都是 q′, q̇′的函数,得到:

∂q̇

∂q̇′
=

∂q

∂q′
∂q̇′

∂q̇′
=

∂q

∂q′I =
∂q

∂q′ (2.41)

▷ 计算

p′ =
∂L (q′, q̇′)

∂q̇′
=
∂L (q, q̇)

∂q̇′
=

∂q̇

∂q̇′

T ∂L

∂q̇
=

∂q

∂q′

T ∂L

∂q̇
=

∂q

∂q′

T

p (2.42)

现在有一个值得考虑的事情是: q′和 p′满不满足哈密顿正则方程?
答案是肯定的,有两个角度给出证明:
第一个角度是: 当我们在变换 q → q′, q̇ → q̇′ 来使得 L (q, q̇) → L (q′, q̇′)的时候,我们

干的事情实际上只是用不同的变量来表述同一个东西L = T − V ,注意无论是 T 还是 V 都是

一个客观实在, 也就是说其大小是不依赖于我们变量的选择的. 所以自然的, 不管是什么变量
来描述L ,最后其都应该满足欧拉拉格朗日方程,而我们考虑到欧拉拉格朗日方程实际上适合
哈密顿正则方程等价的,从而我们最后得到的 q′,p′,一定满足哈密顿正则方程.

第二个角度是: 直接进行暴力计算, 当然具体的计算方法这里还没给出, 其需要考虑的是
正则变换的辛条件,我们留到之后再作说明.
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当然我们从第一个角度的表述之中可以发现, q′,p′ 所需要满足的哈密顿正则方程中的

哈密顿量 H (q′,p′), 实际上是和变换前在数值上相同 (都等于 T + V ), 即我们有 H (q,p) =

H (q′,p′) (正如前面提及过的,这里左右两式中的H 对于变量的依赖关系可能不同). 正是由
于上述这类变换的性质 (变换前,变换后都满足哈密顿正则方程,变换后的 q′仅是 q的函数,同
时变换后的 p′仅是 p的函数),我们把上述的这种变换称为 point transformation.
然而上述讨论的变换实际上是由局限性的, 毕竟在哈密顿力学系统之中我们视 p和 q 是

在同等地位的,自然所考虑的变换可以是

q′ = q′(q,p) (2.43)

p′ = p′(q,p) (2.44)

的形式,我们可以合并在一起写为
η′ = η′(η) (2.45)

然而不像 point transformation,所有的 point transformation总能使得变换后的 q′,p′满足哈

密顿正则方程,不是所有的 η′ = η′(η)使得变换后的变量 η′还满足正则方程,我们称那些使得
变换后的变量 η′ 满足哈密顿正则方程的那些变换为正则变换,而满足哈密顿正则方程的变量
就称之为正则变量. 通过之前 point transformation的例子,实际上可以看出的是对于任意一组
广义坐标 q,以及通过

∂L

∂q̇
所得到的广义动量 p都是一组正则变量.

首先我们所考虑的变换的视角是 Passive的,所以这表明的是对于任意变换 η′ = η′(η),在
变换前和变换后的哈密顿量都应该在数值上相同,也就是说

H (η′) = H (η) (2.46)

注意上式左右两边的H 分别对于变量 η 和 η′ 的函数依赖关系是不同的,但是它们的数值相
同 (这一点我们已经强调许多次了). 从而如果变换后的变量 η′ 需要满足哈密顿正则方程的话,
那么这等价于说成立

η̇′ = {η′,H (η′)}η′ =
∂η′

∂η′J
∂H

∂η′ = J
∂H

∂η′ (2.47)

然而如果我们视 η′为一个 η的函数的话,即考虑 η′ = η′(η)的话,那么有:

η̇′ = {η′,H (η)}η =
∂η′

∂η
J
∂H

∂η
=
∂η′

∂η
J
∂η′

∂η

T ∂H

∂η′ (2.48)

这里我们还有一点需要补充, 那就是: 纵使给定了 η 是什么, 体系所对应的 H 还是不确

定的,然而体系是什么样子不应该影响一组变量是不是正则的,从而我们希望的是正则变量总
是对于任何的H 都是满足正则方程的. 以此视角来看我们就可以得到变换 η′ = η′(η)是正则

变换的充要条件:
∂η′

∂η
J
∂η′

∂η

T

= J ⇐⇒ {η′,η′}η = J (2.49)

这就是正则变换的辛 (symplectic)条件.
一个正则变量间的性质是: 任何正则变量的泊松括号相同,即:

{ω, σ}η = {ω, σ}η′ (2.50)
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证明.

{ω, σ}η′ =
∂ω

∂η′

T

J
∂σ

∂η′ =
∂ω

∂η

T ∂η

∂η′J
∂η

∂η′

T ∂σ

∂η
=
∂ω

∂η

T

J
∂σ

∂η
= {ω, σ}η (2.51)

2.2.6 Active Transformation

我们之前所讨论的变换 η′ = η′(η)都是基于 Passive视角来研究的,也就是说: 物理量的
值没变,变得只是我的表示方法,这就类似于对于线性空间中的一个矢量,矢量本身不转动,但
是我旋转坐标系,从而给出矢量的另一种表示.

现在我们来研究的是 Active的观点,这种观点所阐述的是物理量的值变了,但是物理量的
函数依赖关系没有变,同时这种观点类似于矢量本身在转动,但是坐标系没有发生变化.

纵使如此,不是所有的变换我们都以 Active的观点来看的,具体而言我们以 Active视角来
看的变换往往是 regular transformation,这种从 η → η′ 的变换,需要保证始末变量的定义域相
同,举个例子 (x, y, z) → (r, θ, φ)就不是一个 regular transformation.

从而我们可以给出物理量,在某种变换 η′ = η′(η)下不变的定义,其指的就是

ω(η) = ω(η′) (2.52)

注意这里上式左右两端的 ω是同一个函数! 所以 ω(η)和 ω(η′)是有可能不同的.
补充一点的是: 不管我们视变换是 Passive的还是 Active的,只要其满足辛条件,我们就称

之为正则变换.
还要补充的就是: 物理中我们感兴趣的变换往往是 regular的正则变换.

2.2.7 Symmetries and Their Consequences

本节我们主要证明两个定理,第一个定理是:

定理 2.2.2
IfH is invariant under the following I.C.T

qi → q′i = qi + ϵ
∂g

∂pi
≡ qi + δqi (2.53)

pi → p′i = pi − ϵ
∂g

∂qi
≡ pi + δpi (2.54)

where g(η) is any dynamical variable, then g is conserved.

既然这个定理中出现了 I.C.T,那么我们来讲下什么是 I.C.T: I.C.T全称 infinitesimal canon-
cial transformation 就是形如上定理中的变换. 值得注意的是 I.C.T 是个十分重要的概念, 首先
这体现在 I.C.T实际上同时正则变换的两者表述,即生成元的表述,和辛条件的表述. 我们动力
学量 g(η)就是上述正则变换的生成元,因为这个变换本身就是这个动力学量所诱导出来的,这
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2.2 哈密顿体系

体现的就是生成元视角下的正则变换,当然我们还可以从辛条件的角度来验证上述的 I.C.T诚
然是 canonical的,通过矩阵的形式表示上述的变换如下:

δη = ϵJ
∂g

∂η
= ϵ{η, g} (2.55)

所以可以知道

∂η + δη

∂η
J
∂η + δη

∂η

T

=

(
I + ϵJ

∂2g

∂η∂η

)
J

(
I + ϵJ

∂2g

∂η∂η

)T

=

(
I + ϵJ

∂2g

∂η∂η

)
J

(
I − ϵ

∂2g

∂η∂η
J

)
=J + ϵJ

∂2g

∂η∂η
J − ϵJ

∂2g

∂η∂η
J +O(ϵ2)

A
=J

(2.56)

注意: A 处舍弃了高阶小量. 从而诚然 I.C.T是正则变换.
一个有趣的事情是以此视角我们能非常非常非常简单的证明 Liouville定理:
定理 2.2.3: Liouville Theorem

The phase flow preserves volume: for any region D we have

volume of gtD = volume of D

证明. 我们考虑令生成元为 g = H ,同时无穷小参量为 ϵ = dt的 I.C.T,有

δη = dt{η,H } = dη (2.57)

从而这样子的 I.C.T反应的就是相流,同时考虑到辛条件:

∂η′

∂η
J
∂η′

∂η

T

= J (2.58)

者表明变换的 Jacobi矩阵是一个辛矩阵,结合代数知识可以知道辛矩阵的行列式为 1,即其蕴
含了保体积.

额外的还可以快速的来证明下著名的庞加莱回归定理:
定理 2.2.4: Poincaré’s Resurrence Theorem

Let g be a volume-preserving continuous one-to-one mapping which maps a bounded regionD
of euclidean space onto itself: gD ⊂ D.
Then in any neighborhood U of any point of D there is a point x ∈ U which returns to U , i.e.,
gnx ∈ U for some n > 0.

证明. 考虑任意一个 {gt}中的非零元素 gt0 简记其为 g,那么考虑下面一列区域

U, gU, g2U, g3U, · · · (2.59)

易知这一列区域中一定存在两个区域相交, 不妨令它们为 gnU 与 gmU (其中 n > m), 从而有
gnU ∩ gmU 6= ∅考虑到 {gt}作为一个群其中每一个元素都是可逆的,从而可知 gn−mU ∩ U 6=
∅.
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还有一个值得注意的是,通过 I.C.T的定义就可以知道 I.C.T实际上是 regular的变换.
我们现在来证明本小节的第一个定理

证明. 由于H 在变换下不变,从而可知 (注意这里的 δH 是在 Active观点下来计算的!)

δH =
∂H

∂η

T

δη =
∂H

∂η

T

ϵ{η, g} = ϵ{H , g} = 0 (2.60)

从而可知

{g,H } = 0 =⇒ g is conserved (2.61)

注意这里利用了 g是 explicit independent of t.
上述证明中的

δH =
∂H

∂η

T

δη =
∂H

∂η

T

ϵ{η, g} = ϵ{H , g} = 0 (2.62)

实际上可以推广为

δω = ϵ{ω, g} (2.63)

从而这也直接能印证

δη = ϵ{η, g} (2.64)

至此我们阐述一个研究 I.C.T的好处,那就是通过 “积分”可以把 I.C.T拼接为一般的Canon-
ical Transformation,这一用法在证明一般的含时间的 Canonical Transformation的适合可以用到
(Goldstein).

接下来我们来证明下一个定理:
定理 2.2.5

IfH is invariant under the regular, canonical, but not necessarily infinitesimal, transformation
η → η′, and if η(t) is a solution to the equations of motion, so is the transformed trajectory,
η′(t).

证明. 由于这里存在正则变换, 我们记变化前的哈密顿量为 H init, 变换后的哈密顿量为
H fina. 所以问题等价于证明:

η̇′ = {η′,H init(η′)}η (2.65)

同时如果我们视 η′作为一个 η的动力学导出量,有:

η̇′ = {η′,H init(η)}η (2.66)

考虑到题目条件有:
H init(η) = H init(η′(η)) (2.67)

从而有

η̇′ = {η′,H init(η′(η))}η (2.68)

考虑到 Possion括号的正则不变性有

η̇′ = {η′,H init(η′)}η′ (2.69)

再运用 Possion括号的正则不变性即证.
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Chapter 3

Scattering Theory

§ 3.1
散射理论的引入

3.1.1 散射实验

散射所考虑的装置为

图 3.1

其主要作用之一就是可以通过散射截面的测量来得到 projectile和 target之间的作用力,考
虑到这两者的作用力往往是 bounded的, 即力的作用范围是束缚在 target的邻域的, 然而散射
截面的测量是一个非 bounded 的过程, 从而散射实验实质上可以看成是一种精巧的放大装置,
其反映出的是

很小邻域内的作用力⇐⇒便于测量的物理量
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定义 3.1.1:散射

纵使我们考虑上述图像中的散射实验, 我们所研究的散射往往也是相当局限的, 其反应
在存在以下要求:

• 不存在 “重排碰撞”, 即不同的相较于 projectile和 target更为基本的粒子在这两者之
间重现排布,

• 不存在 “能量的物质化”.

满足上述条件的反应就称之为散射 (scattering),额外的如果没有能量损失,则称之为弹性
散射 (elastic scattering).
事实上为了便于研究,在构建理论的同时往往还对散射加以以下条件的约束:

• projectile和 target都没有自旋;

• 不考虑 “粒子的内部结构”,即不考虑非弹性散射;

• 不考虑 “多重散射”,这要求靶足够的薄;

• 忽略靶中的各个粒子所产生的散射波之间的干涉, 这要求与 projectile 相联系的波包
的延展度小于 target之间的平均间距 (即干涉的空间相干性足够差),在这种假设下探
测到的粒子通量为靶内 N 个粒子每一个所引起的粒子通量的直接相加;

• 假设 projectile和 target之间的相互作用势形如 V (r1−r2),从而仅需要将 projectile的
质量认为是

µ =
1

mprojectile

+
1

mtarget

(3.1)

即可放置到质心系中考虑散射.

• 认为相互作用势是定域 (bounded)的.

3.1.2 散射的有效截面的定义

令质量为 µ的粒子沿着 Oz方向入射,如下图所示

图 3.2
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期中坐标原点为 projectile和 target的质心,令 Fi表示 z → −∞时 projectile的入射粒子通
量,在以 (θ, φ)为方位角且 r → ∞处的对于原点张角为 dΩ的探测器处可以测量到,单位时间
内通过的粒子数 dn,容易发现有

dn ∝ dΩ; dn ∝ Fi (3.2)

故

定义 3.1.2:有效微分散射截面

有效微分散射截面为

σ(θ, φ) =
dn
FidΩ

(3.3)

其具有面积量纲. 额外的称
σ =

∫
σ(θ, φ)dΩ (3.4)

为总的有效散射截面.

在考虑到类似 “透射”的现象影响下可以发现
命题 3.1.1

σ(θ, φ)对于 θ → 0的时候是不能直接通过实验测量到的,此时可通过 “外插法”求得理
论上的有效微分散射截面.
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§ 3.2
散射定态

3.2.1 哈密顿算符的本征值方程

对于一个粒子的描述,往往采用的是利用一个波包来描述,对于波包的处理往往是通过平
面波的叠加来构造,即

ψ(r, t) =

∫
dkg(k)eik·re−iEkt/ℏ (3.5)

然而对于 Scattering Theory这并不是最方便的, 因为平面波显然不是对应薛定谔方程的解, 所
以此处所考虑的关键是利用哈密顿算符的本征函数展开,不妨记这些本征函数为 v

(diff)
k (r),由

于我们所考虑的本征函数个数为 ℵ所以利用本征函数展开所得到的就是一个积分 (如果本征
函数的个数为 ℵ0,那么得到的就是一个级数求和),所以散射的波函数可以写为:

ψ(r, t) =

∫ ∞

0

dkg(k)v(diff)k (r)e−iEkt/ℏ; Ek =
ℏ2k2

2µ
(3.6)

注 3.2.1
此处展开中的 k 为标量,而之前利用波包展开的 k 是矢量,标量的原因是其归结于本征
值 E 的选取, E = ℏ2k2/2µ之中 k 被理解为一个标量,换个角度来看在平面波展开之中
如果给定波包是确定沿着 z 轴传播的,那么一个自然的发现就是 k 也是沿着 z 轴的,从
而 k也就退化为了 k.

现在来研究哈密顿算符的本征值方程,由于我们所考虑的问题是定态,所以

ψ(r, t) = φ(r)e−iEt/ℏ (3.7)

其中 φ(r),是本征方程 [
− ℏ2

2µ
∇2 + V (r)

]
φ(r) = Eφ(r) (3.8)

的解. 令
E =

ℏ2k2

2µ
(3.9)

即令 E 为 t→ −∞的时候 projectile的能量,同时令

V (r) =
ℏ2

2µ
U(r) (3.10)

那么可以将方程化简为 [
∇2 + k2 − U(r)

]
φ(r) = 0 (3.11)

接下来的工作就是适当的决定本征函数, 不同于数理方法之中我们往往是通过严格的边界条
件诸如: 有限性条件,单值条件 (周期条件),渐进条件,衔接条件可以严格的选取出所需要的本
征函数,对于哈密顿方程的本征方程而言,选取本征函数的过程往往存在一些更为抽象的定解
条件,例如在粒子沿着 z 正方向经过一个势垒的粒子之中,一个抽象的定解条件是波函数中不
存在从 z = ∞而来的沿着 z负方向的波,在散射理论之中也有相当抽象的定解条件.
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定义 3.2.1:散射定态

满足上述抽象的定解条件的本征函数 (态),就称为散射的定态,用符号 v
(diff)
k (r)来表示.

命题 3.2.1
不加以证明的默认散射定态是完备的.

事实上, S-L理论在很大方面上已经证明了数理方程的解在 L2(E)空间中是完备的,然而
S-L理论所涉及的边界条件局限于 Dirichlet条件, Neumann条件等等,其不包含上述所说的抽
象的定解条件,然而作为一个物理实在,不妨认为其诚然是完备的.

3.2.2 散射定态的渐进形式

此部分即研究上述所说的抽象的定解条件,考虑到当 t→ −∞或者 t→ +∞的时候有[
∇2 + k2 − U

]
φ = 0 →

[
∇2 + k2

]
φ = 0 (3.12)

而显然当 t → −∞的时候,波函数应该趋向于一个自由空间中的波包,从而其所对应散射定态
在 t → −∞的时候, 应该为一个沿着 z 轴正方向传播的平面波, 即散射定态中包含了 eikz; 同
样的当 t → +∞的时候,波函数应该趋向于一个 “透射”波包,和一个散射波包,而透射波包因
为是仍然是沿着 z 轴正方向运动的,所以散射定态中对应的部分仍然为 eikz,而散射波包,正如
“散射”二字所蕴涵的意义,其所对应的自然不是沿着 z轴传播的波包,其是沿着 r̂方传播的,所
以自然的就应该通过 “球面波”的角度来理解对应的散射波包在散射定态中的贡献,考虑到描
述一个球面波往往利用的是

e−ikrr (3.13)

(通过简单的运算可以发现这个解的确为方程 (∇2 + k2)φ = 0的解),从而可以知道

v
(diff)
k (r) →

t→−∞
eikz; v

(diff)
k (r) →

t→∞
eikz + fk(θ, φ)

eikr

r
(3.14)

其中 fk(θ, φ)项是由于不同方向的散射强度不同故加入的修正项, 称其为散射振幅, 其依赖于
V (r). 然而上述的讨论中还存在一些问题,即我们考虑的 v

(diff)
k 实际上是不含 t的所以此时说

limt→+∞, limt→−∞ 显然显得有些含糊了,然而请循其本,不同的 t强调的实质上是不同的 r(t),
从而有

lim
t→−∞

⇐⇒ lim
r→+∞
θ→π

; lim
t→+∞

⇐⇒ lim
r→+∞
θ↛π

(3.15)

从而有

命题 3.2.2
散射定态的抽象的定解条件为

v
(diff)
k →

r→+∞
eikz + fk(θ, φ)

eikr

r
(3.16)
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3.2.3 一些额外的讨论

定理 3.2.1:自稳恒相位条件
考虑一个动量为 k0波包:

ψ(r, t) =

∫ ∞

0

dkg(k, r)eiα(k,r,t) (3.17)

且 g(k, r)满足

• g(k, r) > 0恒成立;

• g(k, r)仅在 k = k0附近有值 (指当 |k − k0|变大的时候, g(k, r)衰减的很快)

此时可以认为波包振幅极大的位置满足

∂α(k, r, t)

∂k

∣∣∣∣
k=k0

(3.18)

由此就可以得到波包的群速度 vG

证明. 这只需要考虑到
∂α(k, r, t)

∂k

∣∣∣∣
k=k0

(3.19)

表示的相干相长即可.
总结一下上一节所说,散射定态可以表示为

ψr,t =

∫ ∞

0

dkg(k)v(diff)k (r)e−iEkt/ℏ; Ek =
ℏ2k2

2µ
(3.20)

并且

v
(diff)
k →

r→+∞
eikz + fk(θ, φ)

eikr

r
(3.21)

额外的我们不防令 g(k)在 k = k0 处有一个极大的高峰 (这体现的是波函数所代表的粒子的动
量确定). 同时将波函数表示为平面波包和散射波包之和

ψr,t →
r→+∞

∫ ∞

0

dkg(k)eikze−iEkt/ℏ︸ ︷︷ ︸
平面波包

+

∫ ∞

0

dkg(k)f(θ, φ)
eikr

r
e−iEkt/ℏ︸ ︷︷ ︸

散射波包

(3.22)

利用自稳恒相位条件可以得到对于平面波有

vG平面 =
ℏk0
µ

ẑ (3.23)

对于散射波有

vG散射 =
ℏk0
µ

r̂ (3.24)

注意上两式仅在 r → +∞的时候成立.
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3.2 散射定态

3.2.4 浸渐接通

对于一个波包而言考虑其空间展延度 ∆z和动量的弥散程度 ∆k,满足

∆z ≈ 1

∆k
(3.25)

从而 ∆k → 0有 ∆z > l其中 l为势场作用范围的特征长度,从而波包通过势场的时间为

∆t ≈ ∆z

vG
≈ 1

vG∆k
(3.26)

过去我们认为势场是一直存在的,而现在我们认为势场是在时间间隔∆t的时间内缓缓接通的,
可以发现的是当 ∆k → 0的时候, ∆t → +∞,即接通的时间趋于无穷,所以称此时为浸渐接通,
而同时由于∆k → 0,所以 g(k) → δ(k−k0),所以 ψ(r, t) → eik0ze−iEk0

t/ℏ+fk0(θ, φ)
eik0r

r
e−iEk0

t/ℏ,
即波函数趋于一个散射定态,从而此时提供了一种对于散射定态的理解方法:

散射定态⇐⇒浸渐接通势场中的波函数
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3.3 用概率流来计算有效截面

§ 3.3
用概率流来计算有效截面

3.3.1 概率流密度

薛定谔方程为

− ℏ2

2m
∇2ψ + V ψ = iℏ

∂

∂
ψ (3.27)

两端左乘 ψ∗得到

− ℏ2

2m
ψ∗∇2ψ + V ψ∗ψ = iℏψ∗ ∂

∂t
ψ (3.28)

上式取共轭得到 (注意 V = V ∗)

− ℏ2

2m
ψ∇2ψ∗ + V ψψ∗ = −iℏψ

∂

∂t
ψ∗ (3.29)

两式相减有

− ℏ2

2m

(
ψ∗∇2ψ − ψ∇2ψ∗) = iℏ

(
ψ∗ ∂

∂t
ψ + ψ

∂

∂t
ψ∗
)

= iℏ
∂

∂t
(ψ∗ψ) (3.30)

即
ℏ2

2m
∇ · (ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗) + iℏ

∂

∂t
(ψ∗ψ) = 0 (3.31)

从而有

∇ ·

− iℏ
2m

(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗)︸ ︷︷ ︸
=J

+
∂

∂t
(ψ∗ψ) = 0 (3.32)

注意到

J = − iℏ
2m

(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗) =
1

m
< (ψ∗p̂ψ) = < (ψ∗v̂ψ) (3.33)

故我们定义

定义 3.3.1:概率流密度

称

J := < (ψ∗v̂ψ) (3.34)

为概率流密度

其满足概率守恒方程

命题 3.3.1:概率守恒方程

∇ · J +
∂

∂t
ρ = 0 (3.35)

其中 ρ = ψ∗ψ为概率密度.

如果我们将概率视为一种流体,那么容易发现
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3.3 用概率流来计算有效截面

命题 3.3.2:概率流密度的意义
J · dS 表示粒子单位时间内通过 dS 的概率.

3.3.2 入射流和散射流

在

J = < (ψ∗v̂ψ) (3.36)

中代以 ψ = eikz 就可以得到

Ji =
ℏk
µ
ẑ (3.37)

代以 ψ = fk(θ, φ)e
ikr/r得到 

(Jd)r =
ℏk
µ

1

r2
|fk|2

(Jd)θ =
ℏ
µ

1

r3
<
[
1

i
f ∗
k

∂

∂θ
fk

]
(Jd)φ =

ℏ
µ

1

r3 sin θ
<
[
1

i
f ∗
k

∂

∂φ
fk

] (3.38)

从而可知当 r → +∞的时候, Jd的主导向仅为 (Jd)r,不妨忽略 (Jd)θ、(Jd)φ,而认为散射流仅
是沿着径向的.

3.3.3 有效截面的表示

引用前面的符号,对于散射定态,容易发现有

Fi = N |Ji| = N
ℏk
µ

(3.39)

同时在范围角 (θ, φ)方向上的立体角 dΩ中通过的粒子数 dn满足

dn = NJd · dS = N (Jd)r r
2dΩ = N

ℏk
µ

|fk(θ, φ)|2 dΩ (3.40)

从而有

命题 3.3.3
当 r足够的大,有 dn与 r无关.

这显然符合我们的物理直觉,此外考虑到有效微分散射截面为

σ(θ, φ) =
dn
FidΩ

(3.41)

可以得到

σ(θ, φ) = |fk(θ, φ)|2 (3.42)

即
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3.3 用概率流来计算有效截面

命题 3.3.4:散射定态的有效微分散射截面
散射定态的有效微分散射截面可以简单的表示为散射振幅的模方.

3.3.4 入射波与散射波的干涉

事实上考虑到波包存在横向展宽,考虑下图

图 3.3

就可以发现在 θ → 0的区域,实际上存在入射波与散射波的干涉,在这种情况下就需要在
概率流密度

J = < (ψ∗v̂ψ) (3.43)

中严格地代入

ψ = eikz + fk(θ, φ)
eikr

r
(3.44)

来计算.
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3.4 散射的积分方程, LIPPMANN-SCHWINGER方程

§ 3.4
散射的积分方程, Lippmann-Schwinger方程

3.4.1 Fourier变换

在 L1空间上可以利用 Real analysis的相关结论构建最为基础的 Fourier变换,下面只阐述
最为重要的结论

定理 3.4.1
若 f ∈ L1(Rd)对于

f̂(ξ) =

∫
Rd

f(x)e−2πix·ξdx (3.45)

有 f̂(ξ)在 Rd上连续且有界.

定理 3.4.2:乘积定理
若 f, g ∈ L1(Rd),那么 ∫

Rd

f̂(ξ)g(ξ)dξ =

∫
Rd

f(y)ĝ(y)dy (3.46)

定理 3.4.3
若 f ∈ L1(Rd),且有 f̂ ∈ L1(Rd),那么有

f(x) =

∫
Rd

f̂(ξ)e2πix·ξdξ a.e. (3.47)

推论 3.4.1
若 f̂(ξ) = 0,那么 f(x) = 0 a.e.

推论 3.4.2
当 f, f̂ ∈ L1(Rd)时所成立的关系式

f̂(ξ) =

∫
Rd

f(x)e−2πix·ξdx

f(x) =

∫
Rd

f̂(ξ)e2πix·ξdξ a.e.

(3.48)

还可以写为

f̂(ξ) =
1

(2π)d

∫
Rd

f(x)e−ix·ξdx

f(x) =

∫
Rd

f̂(ξ)eix·ξdξ a.e.

(3.49)
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3.4 散射的积分方程, LIPPMANN-SCHWINGER方程

3.4.2 留数定理

引理 3.4.1: Jordan引理
若

lim
z→∞

f(z) = 0 (0 ≤ arg z ≤ π) (3.50)

那么有

lim
R→+∞

∫
CR

f(z)eikzdz = 0, k > 0 (3.51)

若

lim
z→∞

f(z) = 0 (π ≤ arg z ≤ 2π) (3.52)

那么有

lim
R→+∞

∫
CR

f(z)eikzdz = 0, k < 0 (3.53)

证明. 仅证明第一种情况,此时有∣∣∣∣∫
CR

f(z) exp(ik(cos θ + i sin θ))dz
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫

CR

f(z)eikR cos θe−kR sin θdz
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∫ π

0

f(Reiθ)eikR cos θe−kR sin θizdθ
∣∣∣∣ ≤ ∫ π

0

∣∣f(Reiθ)∣∣ e−kR sin θRdθ

≤
∫ π

0

∣∣f(Reiθ)∣∣ e−kR 2
π
θRdθ

A
≤ ϵ

∫ π

0

e−RθRdθ︸ ︷︷ ︸
≤1

≤ ϵ

(3.54)

A 表示的是 R足够大,得证.

3.4.3 格林函数

事实上格林函数最早是一个用于解决 PDE的方法,以方程(
∇2 + k2

)
φ(r) = ρ(r) (3.55)

为例,若能解出 (
∇2 + k2

)
G(r) = δ(r) (3.56)

那么有

命题 3.4.1
(∇2 + k2)φ(r) = ρ(r)的解 φ(r)可以表示为

φ(r) = φ0(r) + (ρ ∗G)(r) (3.57)

其中 φ(r)为对应齐次 PDE的通解.

证明. 我们只需要证明 (ρ ∗G)(r)为方程

(∇2 + k2)φ(r) = ρ(r) (3.58)
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3.4 散射的积分方程, LIPPMANN-SCHWINGER方程

的解即可,直接代入可以得到 ∫
(∇2 + k2) {G(r − r′)ρ(r′)} dr′

=

∫
ρ(r′)(∇2 + k2)G(r − r′)dr′

=

∫
ρ(r′)δ(r − r′)dr′ = ρ(r)

(3.59)

例 3.4.1
利用格林函数推导推迟势.

证明. 题目事实上就是要解决形如(
∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
φ(r, t) = ρ(r, t) (3.60)

方程的解. 考虑
φ(r, t) =

∫
φ̂(r, ω)eiωtdω (3.61)

ρ(r, t) =

∫
ρ̂(r, ω)eiωtdω (3.62)

代入可得 ∫ {(
∇2 +

ω2

c2

)
φ̂(r, ω)− ρ̂(r, ω)

}
eiωtdω = 0 (3.63)

从而有 (
∇2 + k2

)
φ̂(r, ω) = ρ̂(r, ω); k =

ω

c
(3.64)

为了求解这个方程,考虑对应格林函数 (视 ω为参数):(
∇2 + k2

)
G(r) = δ(r) (3.65)

考虑到完备性方程:
δ(r) =

1

(2π)3

∫
eik·rdk (3.66)

有

G(r) =

∫
G(r′)δ(r − r′)dr′

=
1

(2π)3

∫ ∫
G(r′)eik·re−ik·r′dr′dk

=

∫ {
1

(2π)3

∫
G(r′)e−ik·r′dr′

}
︸ ︷︷ ︸

Ĝ(k)

eik·rdk

=

∫
Ĝ(k)eik·rdk

(3.67)
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3.4 散射的积分方程, LIPPMANN-SCHWINGER方程

将上式,和完备性方程同时代入之前的格林函数所满足的方程之中可以得到∫ {
(k2 − k′2)Ĝ(k′)− 1

(2π)3

}
eik

′·rdk′ = 0 (3.68)

从而有

Ĝ(k′) =
1

(2π)3
1

k2 − k′2
(3.69)

从而

G(r) =
1

(2π)3

∫
eik

′·r

k2 − k′2
dk′ =

1

(2π)2

∫ ∞

0

dk′
k′2

k2 − k′2

{∫ π

0

eik
′r cos θ sin θdθ

}
=

1

(2π)2
1

ir

∫ ∞

0

k′

k2 − k′2

{
eik

′r − e−ik′r
}
dk′

=
1

(2π)2
1

r
=
∫ ∞

−∞

k′

k2 − k′2
eik

′rdk′

A
=

1

(2π)2
1

r
=


πi Res

[
k′

k2 − k′2
eik

′r, k′ = k

]
+ πi Res

[
k′

k2 − k′2
eik

′r, k′ = −k
]

if r > 0

− πi Res
[

k′

k2 − k′2
eik

′r, k′ = k

]
− πi Res

[
k′

k2 − k′2
eik

′r, k′ = −k
]

if r < 0

=
1

(2π)2
1

r
=


πi
{
−1

2
eikr − 1

2
e−ikr

}
if r > 0

− πi
{
−1

2
eikr − 1

2
e−ikr

}
if r < 0

=
1

4π

1

r

{
− cos(kr) if r > 0

cos(kr) if r < 0
(3.70)

A 处用了
∫∞
−∞ f(z)eikzdz形的留数定理. 由于我们所考虑的问题有 r > 0,所以

G(r) = − 1

4π

cos(kr)
r

(3.71)

通过类似的方法可以发现

(∇2 + k2)G(r) = 0 (3.72)

的解为

G(r) = − 1

4π

sin(kr)
r

(3.73)

从而 (∇2 + k2)G(r) = δ(r),的解 (即对应的格林函数)可以写为

G±(r) = − 1

4π

e±ikr

r
(3.74)

若令 ρ(r, t) = δ(r)δ(t),则
ρ̂(r, ω) =

1

2π
δ(r) (3.75)

从而可知

φ̂±(r, ω) =
1

2π
G±(r) = − 1

8π2

e±ikr

r
(3.76)
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3.4 散射的积分方程, LIPPMANN-SCHWINGER方程

故 (
∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
G(r, t) = δ(r)δ(t) (3.77)

的解 (即所对应的格林函数)为

G±(r, t) =

∫
φ̂±(r, ω)e

iωtdω = − 1

8π2

∫
eiω(t±r/c)

r
dω (3.78)

考虑到

δ(t) =
1

2π

∫
eiωtdω (3.79)

从而

δ(t± r/c) =
1

2π

∫
eiω(t±r/c)dω (3.80)

故有

G±(r, t) = − 1

4π

δ(t± r/c)

r
(3.81)

定义 3.4.1:推迟势

上式中 G−就是所谓的 retarded Green function,而 G+就是 advanced Green function. 这两
者就是 PDE (

∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
φ(r, t) = ρ(r, t) (3.82)

的格林函数.

注 3.4.1
从上述的证明过程中还可以发现

G±(r) = − 1

4π

e±ikr

r
(3.83)

就是 PDE
(∇2 + k2)φ(r) = ρ(r) (3.84)

的格林函数.

3.4.4 散射的积分方程

此节中通过对哈密顿算符的本征方程进行一些处理, 以此来导出所谓的散射的积分方程,
抑或是称为 Lippmann-Schwinger方程.

哈密顿算符的本征值方程为 (
∇2 + k2

)
φ(r) = U(r)φ(r) (3.85)

利用对应 PDE的格林函数,可以发现上述本征方程的解应当满足

φ(r) = φ0(r) + (G± ∗ Uφ) (r) (3.86)

其中 φ0是对应齐次偏微分方程的通解. 容易发现

77



3.4 散射的积分方程, LIPPMANN-SCHWINGER方程

命题 3.4.2
哈密顿算符的本征方程的解一定可以表示为积分方程的解,同时积分方程的解也一定是
哈密顿算符本征方程的解,所以

哈密顿算符的本征方程⇐⇒散射的积分方程

故我们接下来就可以通过研究散射的积分方程来代替对于哈密顿算符的本征方程的研究.
事实上散射的积分方程诚然是存在不少的好处的,这体现在

哈密顿算符的本征方程的抽象定解条件⇐⇒散射的积分方程选择特殊的 φ0以及 G±

为了叙述这一点, 我们回顾之前所提到的抽象的定解条件, 即散射定态需要满足的条件, 由于
之前没有严格给出定义,此处重新叙述如下
定义 3.4.2:抽象的定解条件

散射定态需要满足

v
(diff)
k →

r→+∞
eikz + fk(θ, φ)

eikr

r
(3.87)

然而当我们设置

eikz → φ0(r), 选取格林函数 G±的角标为 + (3.88)

那么散射的积分方程可以写为

φ(r) = eikz + (G+ ∗ Uφ)(r) = eikz +

∫
G+(r − r′)U(r′)φ(r′)dr′ (3.89)

考虑到势场是 bounded的,即其作用范围有限,不妨令势场作用范围的特征长度为 L,则有

r′ << L << r (3.90)

考虑到

图 3.4
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从而有

|r − r′| ∼ r − r̂ · r′ (3.91)

(注意此处 r̂为图中 u),从而有

G+(r − r′) = − 1

4π

eik|r−r′|

|r − r′|
∼ − 1

4π

eik(r−r̂·r′)

r − r̂ · r′ ∼ − 1

4π

eikr

r
e−ikr̂·r′ (3.92)

从而有

φ(r) = eikz +

{∫
− 1

4π
e−ikr̂·r′U(r′)φ(r′)dr′

}
︸ ︷︷ ︸

不妨令其为 fk(θ, φ)

eikr

r
(3.93)

综上,可以发现在散射的积分方程中代入 eikr和G+后得到的解是自然满足抽象的定解条件的,
这也就是为什么要引入散射的积分方程,同时注意我们之前并不能断言散射定态的存在性,然
而通过上述论断可以发现

命题 3.4.3
若代入 eikz 和 G+的散射的积分方程

φ(r) = eikz +

∫
G+(r − r′)U(r′)φ(r′)dr′ (3.94)

有解,那么其解就是散射定态,从而可知散射定态的存在性.
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3.5 BORN APPROXIMATION

§ 3.5
Born Approximation

3.5.1 一些术语

定义 3.5.1:入射波矢

入射波矢 ki的指向为 projectile运动的方向,其大小为 k

引入入射波矢量,可以发现
eikz = eiki·r (3.95)

定义 3.5.2:散射波矢

(θ, φ)方向上的散射波矢是具有与入射波矢相同模 k而方向角为 (θ, φ)的矢量 kd.

定义 3.5.3:转移波矢

定义 (θ, φ)方向上的转移波矢K 为

K := kd − ki (3.96)

3.5.2 Born Approximation

内蕴抽象定解条件的散射积分方程为 (注意到其内蕴了抽象定解条件,所以可以用散射定
态的符号 v

(diff)
k 替代 φ)

v
(diff)
k (r) = eiki·r +

∫
dr′G+(r − r′)U(r′)v

(diff)
k (r′) (3.97)

利用迭代的方法可以形式的给出上述方程的解,不加证明地令对应的级数收敛.
命题 3.5.1
内蕴抽象定解条件的散射积分方程的解经过 n次迭代得到:

v
(diff)
k (r0) = eiki·r0+

n∑
m=1

∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
m重积分

dr1 · · · drm
m∏
j=1

G+(rj−1−rj)
m∏
j=1

U(rj)e
iki·rm+rn (3.98)

其中

rn =

∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
n+1重积分

dr1 · · · drn+1

n+1∏
j=1

G+(rj−1 − rj)
n+1∏
j=1

U(rj)v
(diff)
k (rn+1) (3.99)

额外的如果我们考虑到 rn的计算式中出现了

n+1∏
j=1

U(rj) (3.100)
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由于我们认为 U 为 bounded的,从而 U 在积分中出现的次数越多,可以认为积分的值越小,形
式上的可以理解为

rn = O(Un+1) (3.101)

从而有

命题 3.5.2
级数

∞∑
m=1

∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
m重积分

dr1 · · · drm
m∏
j=1

G+(rj−1 − rj)
m∏
j=1

U(rj)e
iki·rm (3.102)

收敛,且
lim
n→∞

rn = 0 (3.103)

综上可以知道

定理 3.5.1: Born expansion
对于 U 为 bounded的时候,散射定态一定存在,并且其可表示为

v
(diff)
k (r0) = eiki·r0 +

∞∑
m=1

∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
m重积分

dr1 · · · drm
m∏
j=1

G+(rj−1 − rj)
m∏
j=1

U(rj)e
iki·rm (3.104)

注意此处 r0就是 r,只是为了方便在求和中表示所以才引入了角标 0.

考虑到

fk(θ, φ) = − 1

4π

∫
dr′e−ikr̂·r′U(r′)v

(diff)
k (r′) (3.105)

代入 v
(diff)
k 的波恩展开式就可以得到散射截面的波恩展开式.
除此之外,若不进行上述的迭代,直接认为

r0 =

∫
dr′G+(r − r′)U(r′)v

(diff)
k (r′) = O(U) → 0 (3.106)

那么就得到了最为粗略的估计

v
(diff),(B)
k ∼ eiki·r (3.107)

将该式代入散射截面的计算公式之中,就得到了

f
(B)
k (θ, φ) = − 1

4π

∫
dr′e−ikr̂·r′U(r′)eiki·r

= − 1

4π

∫
dr′e−i(kd−ki)·rU(r′)

= − 1

4π

∫
dr′e−iK·r′U(r′)

(3.108)

故
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3.5 BORN APPROXIMATION

定理 3.5.2:散射振幅的 Born Approximation
散射振幅的波恩近似为

f
(B)
k (θ, φ) = − 1

4π

∫
dr′e−iK·r′U(r′) (3.109)

可以发现该表达式即为一个 Fourier变换.

额外的,考虑到 V 才是散射问题中实际的势场,而

V (r) =
ℏ2

2µ
U(r) (3.110)

同时依据散射定态的有效微分散射截面可以表示为

σ(θ, φ) = |fk(θ, φ)|2 ∼
∣∣∣f (B)

k (θ, φ)
∣∣∣2 (3.111)

推论 3.5.1:有效微分散射截面的 Born Approximation
有效微分散射截面的波恩近似为

σ
(B)
k (θ, φ) =

µ2

4π2ℏ4

∣∣∣∣∫ dre−iK·rV (r)

∣∣∣∣2 (3.112)

该公式就是最为基础的通过有效微分散射截面求出势场的方法,具体流程为

测量 σk(θ, φ) =⇒系数修正后开根 =⇒傅里叶逆变换

3.5.3 对于公式的理解

之前给出的 Born expansion

v
(diff)
k (r0) = eiki·r0 +

∞∑
m=1

∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
m重积分

dr1 · · · drm
m∏
j=1

G+(rj−1 − rj)
m∏
j=1

U(rj)e
iki·rm (3.113)

可以赋予一个波动光学上的类比解释,关键思路为

势场作用范围⇐⇒散射介质,且其密度与 U(r)成正比

G+(r − r′) ⇐⇒位于 r′处的源点向 r处的场点辐射的波的振幅

额外的,考虑到散射介质中散射的强度正比于外界波的振幅,且正比于密度 (即正比于 U(r))从
而可知

eiki·r0 ⇐⇒入射波

求和中不同的m所对应的项⇐⇒所有经过m次诱生的子波源所产生的波的叠加
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3.5 BORN APPROXIMATION

图 3.5. m = 1的项 图 3.6. m = 2的项

注意上图之中 r ⇔ r0, r′ ↔ r1, r′′ ↔ r2.

注 3.5.1
上述的讨论之中没有讨论各子波源之间的干涉, 以及子波源和入射波之间的干涉, 事实
上这些干涉项在散射介质十分稀疏 (即 U(r)十分小)的时候是可以近似忽略的.
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